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Introduction 


Le  probleme  de  filtrage  consiste  a  estimer  a  chaque  instant  t,  une  fonction- 
nelle  y}{Xt)  d’un  processus  non  observe  {A't;  <  >  0}  au  vu  des  realisations 
jusqu’a  I’instant  t  du  processus  observe  {Yt;  t  >  0}..  L’estimateur  optimal  au 
sens  de  la  moyenne  quadratique  etant  I’esperance  conditionnelle  E((^(A()|^,) 
avec  yt  la  tribu  des  observations  jusqu’a  I’instant  t,  on  cherche  done  a  car- 
acteriser  la  loi  conditionnelle  de  X:  sachant  yt. 

/our  un  systeme  lineaire  gaussieu,  11  est  bien  connu  que  la  loi  condition- 
nelir  est  gaussienne  et  que  sa  moyenne  et  sa  variance  sont  respectivement 
sola  ion  d’une  equation  differentielle  stochastique  lineaire  et  d’une  equation 
de  Rircati.  Ce  filtre  a  ete  propose  dans  les  annees  soixantes  par  R.E.  Kalman 
et  R.S,  Bucy  [16],  Pour  les  besoins  des  applications  pratiques,  la  theone  du 
filtrage  lineaire  a  ete  etendue  sans  justification  mathematique  rigoureu^^e  aiix 
systemes  non  lineaires  et  le,  filtre  de  Kalman  etendu  (cf.(14))  est  Talgorithme 
le.  plus  frequemment  utilise  par  les  ingenieurs  notamment  dans  le  domaine 
de  I’aerospatiale.  Cependant,  ses  r^ultats  peuvent  etre  tres  mauvais.  Dans 
(33],  on  trouve  des  exemples  ou  le  filtre  de  Kalman  etendu  est  inefficace. 

Dans  le  domaine  thwrique,  des  equations  aux  derivees  partielles  stochas- 
tiques  decrivant  revolution  de  la  loi  conditionnelle  et  de  sa  version  non 
normalisee  lorsqu’elle  existe,  ont  ete  deveioppees  par  de  nombreux  auteurs 
(cf.[20|,  [38],  [11],  [23]).  Mais  en  g»V.eral,  la  resolution  numerique  de  ces 
equations  pose  de  grosses  difficultes,  particulierement  pour  les  systemes  do 
grandes  dimensions.  D’autre  part,  des  travaux  recents  (voir  par  exemple 
[4],  [27])  ont  mis  en  evidence  qu’il  y  a  tres  peu  de  situations  ou  la  loi  coiuii- 
tionnnelle  peut  etre  caracteris^  par  un  nombre  fini  de  statistiques  recursivc.s. 
Done,  il  est  interessant  d’obtenir  des  filtres  approches  de  dimension  finie. 
facilement  calculables  et  d’etudier  des  situations  pour  le.squellcs  le  probleme 
de  filtrage  non  lineaire  peut  etre  resolu  asymptotiquement. 
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Ces  dernieres  aniidos,  les  problenies  asymptotiques  lorsque  le  bruit  d’ob- 
servaticn  tend  vers  zero  out  suscite  beaucoup  d’interet.  Lorsque  la  fonction 
d’observat.on  est  injective,  sous  certaines  hypotheses  de  regularite,  il  a  ete 
montre  que  la  variance  conditionnelle  est  asymptotiquement  nulle  et  plusieurs 
filtres  approches  ont  etc  proposes  (cf.  [18],  [30]-[32],  [2],  [15]).  Dans  ce 
contexte,  J.  Picard  dans  [31]  et  D.  Ji  dans  [15],  ont  prouve  que  le  filtre  de 
Kalman  etendu  etait  efficace.  Ceci  ne  sera  plus  le  cas  dans  les  situations  que 
nous  nous  proposons  d’etudier. 

Dans  cettc  these,  nous  nous  interessons  a  des  problemes  de  filtrage  “line- 
aire  par  morceaux”  avec  petit  bruit  d’observation  dans  le  cas  ou  la  fonction 
d’observation  est  non  injective.  Notre  etude  s’inscrit  dans  le  cadre  general  ou 
le  processus  a  estimer  {A', ;  1  >  0}  a  valeurs  dans  iR”  est  une  diffusion  dont 
le  coefficient  de  derive  est  continu  et  lineaire  par  morceaux  et  le  coefficieiil 
de  diffusion  est  constant  par  morceaux.  On  observe  le  processus  {V] ;  <  >  0} 
a  valeurs  dans  IR*^,  defini  par 

f  h{X.}ds-^eW„ 

Jo 

ou  la  fonction  d’observation  h  est  continue  et  lineaire  par  morceaux,  {VP, ;  f  > 
0}  est  un  processus  de  Wiene*-  non  necessairement  independant  du  signal  et  t 
est  un  paran)etre  suppose  petit.  Si  nous  designons  par  {0,  la  partition 
polyedraie  de  Dl"  sur  laquelle  ej-t  defini  le  probleme  lineaire  par  morceaux,  a 
chaque  0,,  on  peut  associer  un  probleme  lineaire  {V,)  avec  condition  initiale 
non  gaussienne. 

En  exploitant  le  fait  que  I’obser'  ation  est  faiblement  bruiiee  et  la  linearite 
locale  des  systemes  considercs,  sous  certaines  ‘‘hypotheses  de  detectabilite”, 
nous  proposons  des  filtres  sous-optimaux  farileinent  calculablcs  et  nous  ob- 
tenons  des  resuitats  asymptotiques  lor.squc  c  lend  vers  zero.  Nous  travaillons 
sur  un  intervallc  de  temps  [0,7’]  fixf  et  de  niauicre  gencrale.  nos  estimations 
ne  sont  pas  uniforme  cn  t. 

Dans  le  cas  d’un  processus  d’etat  unitiiinensionel  avec  un  coefficient  de 
diffusion  constant  et  sous  riiypotlii'se  d’independance  des  bruits  d’evolutiori 
et  d’observation,  W.Il.  Fleming,  D.  .Ji  el  K.  Pardoux  ont  montre  dans  [7]  que 
sous  une  certainc  “bypothese  de  delertabilite”  que  nous  noterons  (//Dl),  on 
peut  construire  un  filtre  approche  de  dimension  finie  qui  utilise  une  batterie 
de  /  filtres  de  Kalman- Bucy  et  une  procedure  de  deux  tests  statistiques. 
Un  premier  tc-st  permet  de  deterti  r  les  intervalles  de  temps  air  lesrpiels  une 
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traj  ’ctoire  t  — »  Xi  prend  ses  valeurs  loi*:  des  points  critiques  de  la  fonction 
h  et  sur  ces  intervalles,  urt  second  test  perniet  de  decider  lequel  des  /  filtres 
de  Kalman-Bucy  suivre. 

Get  algorithme  repose  sur  I’idee  siiivanie:  durant  les  intervalles  de  temps 
sut  lesquels  une  trajectoire  t  — ♦  Xt  prend  ses  valeurs  loin  des  points  critiques, 
si  la  variance  conditionnelle  est  petite,  la  densite  dc  la  loi  conditionnelle 
n’a  qu’un  seul  pic  significatif  et  elle  s’approche  d’une  densite  gaussienne. 
L’hypoth^e  {HD\)  est  une  condition  suffisante  pour  que  cette  situation 
soit  verifi^.  Nous  remarquons  que  ceite  hypothrae  n’intervient  p<is  dans 
la  detection  des  intervalles  de  monotonie  de  la  fonction  h,  Dans  [9],  une 
approche  similaire  a  ete  developpe"*  par  W.H.  Fleming  et  E.  Pardoux  dans 
le  cas  d’unr  fonction  d’observation  monotone  par  morceaux.  Cette  idee  de 
base  constitus  le  point  de  depart  de  notre  travail. 

Cette  these  se  compose  de  trois  chapitres  qui  peuvent  etre  lus  indepen- 
damment.: 

Dans  le  chapitre  I,  on  traite  le  cas  dim  X  —  dim  >  1 .  Notre  motivation 
principale  est  de  considerer  lorsque  I’hypothese  {HD\)  n’est  pas  verifiee,  une 
autre  situation  ou  la  variance  conditionnelle  est  faible.  On  etudie  en  detail 
le  CAS  /  =  2.,  Seas  des  hypotheses  dites  du  type  (2),  nous  proposons  le  memo 
type  d’approximations  du  filtre  optimal  que  dans  (7).  Sur  les  intervalles  de 
hnearite  de  la  fonction  /i,  les  tests  slatistiques  permettant  de  decide*'  sur  quel 
poiyedre  de  la  partition  la  trajectoire  i  —*  Xi  prend  ses  valeurs,  sont  de  la 
forme  rapport  de  vraisemblance.  Ils  sont  construUs  a  I’aide  du  theoreme  de 
Girsanov. 

D’autre  part,  nous  etendons  les  travaux  de  W.H.  Fleming,  D.  Ji  et  E. 
Pardoux  (7]  a  une  equation  de  dynamique  linealre  par  morceaux  plus  generalc 
et  dans  le  cas  dim  X  =  dim  F  >  1.  Ceci  nous  conduira  a  introdui^e  des 
hypothwes  dites  du  type  (1)  incluant  (HDl).  ba  principale  diRicul’e  de 
cette  extension  reside  dans  le  fait  que  le  coefficient  de  diffusion  n’es'i,  plus 
suppose  constant  mais  constant  par  morceaux.  Nous  ne  pouvons  plus  par 
uii  simple  changement  de  probab’lite  ecrire  le  probleme  de  depart  sous  forme 
lineaire.  Nous  devons  introduire  un  processus  d’etat  in*ermediaire  d.vec  iin 
coefficient  cle  diffusion  conslont. 

Les  erreurs  d’approxima*'  ion  du  filtre  optimol  .sont  .-stimees.  La  difference 
majeure  entre  les  deux  types  de  situations  etudiees  est  que  lorsque  e  tend 
vers  zero,  sous  les  hypotheses  du  type  (1),  les  pr  'babilites  d'errenr  d(«  te.s!s 
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convergent  vers  zero  tandis  quc  sous  les  hypothecs  du  type  (2),  elles  con¬ 
vergent  vers  une  quantite  dependante  de  la  longueur  de  I’intervalle  de  temps 
sur  lequei  est  prise  une  decision.  Dans  Ic  second  cas,  les  tests  ne  d^ident 
correctement  que,  sur  des  intervalles  de  temps  suffisament  longs. 

Les  resultat?  obtenus  ont  ete  etendus  au  cas  /  >  2  en  supposant  le  co¬ 
efficient  de  diffusion  constant.  Par  sa  construction,  le  test  de  detection  des 
passages  det  —*  Xi  par  les  frontieres  des  polyedres  0,  devient  tres  penalisant 
des  que  /  est  grand.  Dans  ce  cas,  ces  procedures  ne  sont  interessantes  que 
lorsque  les  valeurs  prises  par  la  fonction  h  antorisent  le  decoupage  de  leurs 
domaines  d’application. 

Ceci  constitue  une  limitation  a  I’utilisation  de  nos  r^ultats  pour  la  con¬ 
struction  de  filtres  sous-optimaux  pour  un  probleme  de  filtrage  non  lineaire 
quclconque  en  approchant  les  coefficients  par  des  fonctions  lineaires  par 
morceaux.  Par  ailleurs,  nos  resultats  peuvent  s’adapter  a  des  problemes  de 
filtrage  non  lineaire  avec  une  fonction  d’ob.servation  injective  par  morceaux 
(cf.[9]) 

Dans  le  chapitre  II,  les  algorithmes  presentes  dans  le  chapitre  prec^ent 
ont  ete  mis  en  oeuvre  dans  le  cas  particulier  oil  /  =  2,  dim  X  =  dim  Y  =  1  et 
en  supposant  le  bruit  d’observation  independant  du  signal.  Nous  adaptons 
notre  etude  en  temps  continu  au  temps  discret.  Ce  travail  a  etc  fail  en 
collaboration  avec  P.  .Vlilheiro  de  Oliveira. 

En  dimension  un,  les  deux  types  de  situations  consider^  se  resument  a 
deux  hypotheses  {flD\)  et  {II D2).  Nous  nous  interes.sons  principalement  a 
la  situation  oil  (// D2)  est  verifiee,  la  discretisation  du  probleme  sous  (H I)\) 
ayant  deja  ete  traitee  dans  (8).  I..es  formules  explicites  permettant  de  cal- 
culer  les  borrnjs  des  differents  tests  ainsi  que  les  temps  moyens  d'attente 
pour  prendre  une  decision  sont  justifiees  par  un  raisonnement  heuristique  en 
approchant  cot'ime  dans  [8j,  certains  processus  discrets  par  des  diffusions. 

Nous  etudions  sur  divers  exemples  le  comportement  des  filtres  proposes 
par  ra  pport  a  ceux  du  processus  a  eslimer  et  du  filtre  optimal  obtenu  de 
fagon  approchee  par  resolution  de  lequation  de  Zakai  discreti.see  (cf.  [22]). 
Nous  comparons  les  differentes  procedures  permettant  d’obtenir  ces  filtres 
approches  et  etudions  I’influence  de  certains  parametres  du  systeme  sur 
leurs  performance's.  On  verlfie  notamrnent  que  les  temps  moyens  d’attente 
thcoriques  et  empiriques  poi  «•  prendre  une  decision  sont  plus  grands  sous 
I’hypotlie.se  ,( // D2)  que,  sous  ( H D\). 
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Dans  le  chapitre  ill,  nous  abordons  le  cas  dini  X  >  dim  Y  en  etudiant 
une  ciasse  p<irticuli»  de  problemes.  Dans  ce  contexte,  pour  adapter  ’es 
idees  deveioppees  prec^emment,  nous  devons  trouver  des  situations  pour 
lesquelles  la  variance  conditionnelle  est  petite  scion  les  directions  de  decoupage 
de  la  partition. 

Dans  le  probleme  lineaire  partiellerr  “nt  observe  avec  petit  bruit  d ’obser¬ 
vation,  S.S.  Sachs  montre  dans  (34)  qu’uniquement  les  composantes  directe- 
ment  mesurees  du  pTOcess*'S  d’etat  ont  une  variance  conditionnelle  asympto- 
tiquement  nulle  lorsque  e  tend  vers  zero.  Dans  notre  optique,  ne  sont  done 
interessants  que  les  problemes  ou  les  composantes  de  Xt  correspondantes 
aux  direciions  de  decoupage  sont  directement  mesurees  dans  les  problemes 
lincaires  (V,)  associ^  a  la  partition. 

Dans  ie  cas  traite,  on  suppose  dim  X  =  2,  dim  V  =  1,  /  =  2  et  on 
prend  pour  direction  de  decoupage  le  vecteur  (1,0)*  6  IR^..  Le  processus  de 
diffusion  {(A'i(f),  A’2(<))* ;  t  ^  0}  ae.stimer,  a  un  coefficient  de  derive  lineaire 
par  morceaux  et  un  coefficient  de  diffusion  coiistant.  11  est  observe  par  un 
processus  unidimensionnel  faiblement  bruite  defini  par 

K=  fht{Xi(s))ds  +  eW,, 

cii  la  fonction  /ij  est  suppose  non  injective  et  le  processus  de  Wie.:.er  {H/, ;  I  > 
0}  independant  du  signal.  La  non  linearite  du  systeme  depen.*  uniquement 
de  la  composante  du  processus  d’<.Hat  pouvant  etre  estimee  de  fagon  precise, 

L’algorithme  de<rit  dans  ie  chapitr#*  I  sous  Thypothese.  (HD\),  pemet 
de  proposer  sur  Tinier vaile  de  temps  (0,7).  un  filtre  approch^  -Vi(f)  pour 
la  composante  A';(<)  !’<  n’en  est  pas  de  meme  pour  Xzff).  Dans  le  cas 

linea.re.  la  composante  du  filtr'*  de  Kalman-Bucy  qui  lui  correspond  n’est 
pas  a  “memoire  couite’’  comme  dans  le  chapitre  1,  Testimc.tion  de  Xi{t) 
necessite  la  connai.ssance  de  toute  Thistoire  de  Tobservation  jusqu’a  Tinstant 
t.  En  s  inspirant  du  cas  £  =  0  et  du  fait  que  sous  les  hypotheses  emises,  la 
loi  conditn  r.elle  de  X2{t)  sachant  <7(.Yj.(s);  0  <  s  <  <)  est  gaussienne.  on 
coi:  truit  a  .•  rt'r  de  -Vi(t)  un  filtre  approchn  pour  !a  composante  .Vjff )■ 

Lorsque  ,  -♦  0,  on  montre  que  I’erreur  d’approxirnation  de  .Vi{<)  est 
asyi.nptotiqueinent  nulle  et  que  celle  de  .V2(n  est  asymptotiquement  optirnale 
au  sens  ou  elle  converge  vers  Terreur  de  fil*  .ige  flu  processus  {A\(f) ;  f  >  O' 
observe  par  {Xi(l) ;  /  >  0). 

Tout  au  long  de  ce  traviil,  Thypothese  d'un  grand  rapport  signal/bruit 


est  fondapientale.  Lorsque  cette  hypothese  n’est  pas  verifi^,  une  approche 
differente  du  probleme  s’impose.  Nous  signalons  que  C.  Savona  a  propose 
dans  [35],  un  autre  type  d’algorithme  pour  obtenir  des  filtres  sous-optimaux 
en  discretisant  le  temps  et  en  exploitant  le  caractere  lineaire  par  morceaux 
des  coefficients  dans  le  cas  dim  X  =  dim  Y. 
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Resume 

On  considere  un  probleme  de  filtrage  lineaire  par  morceaux  avec  petit  bruit 
d’observation  dans  le  cas  ou  la  fonction  d’observation  est  non  injective.  Dans 
deux  types  de  situations  differentes,  on  construit  un  filtre  approche  de  dimen¬ 
sion  finie,  a  partir  de  plusieurs  filtres  de  Kalman-Bucy  calcules  en  parallele  et 
d’une  procedure  de  tests.  Dans  le  premier  cas  etudie,  nos  resultats  etendent 
ceux  de  Fleming,  Ji,  Pardoux  [4]  a  une  equation  de  dynamique  lineaire  par 
morceaux  plus  generale. 
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1  Introduction 

On  considere  un  cas  particulier  du'  probleme  de  filtrage  non  lineaire, 
le  probleme  dit  lineaire  par  morceaux  avec  petit  bruit  d ’observation.  En 
general,  le  filtre  optimal  etant  de  dimension  infinie,  il  est  interessant  de 
I’approcher  par  un  filtre  de  dimension  finie  et  d’obtenir  des  resultats  asymp- 
totiques  quand  le  bruit  d’observation  tend  vers  zero.  C’est  ce  que  nous  nous 
proposons  de  faire  pour  le  probleme  suivant: 

I  =  Xo  +  f‘b(Xs)ds-i-f^a(X.)dU,, 

I  y;  =  f‘h(x,)ds  +  eW,, 

oil  {Xt ,  t  >  0}  est  le  processus  non  observe  ,  a  estimer  a  I’instant  t,  con- 
naissant  les  trajectoires  jusqu’a  I’instant  t  du  processus  {Yt ,  i  >  0}.  Les 
processus  {Ut ,  i  >  0}  et  >  0}  sont  deux  processus  de  Wiener  non 

necessairement  independants  et  le  parametre  e  est  petit. 

Nous  etudions  le  cas  oh  les  processus  {Xt ,  t  >  0}  et  {Vi ,  t  >  0}  sont 
n-dimensionels.  Nous  supposons  qu’il  existe  une  partition  polyedrale  finie 
de  fil”  ,  IR”  =  telle  que  sur  chaque  polyedre  G,-,  les  restrictions  dcs 

applications  continues  both  sont  affines,  et  celles  de  I’application  mesurable  a 
constantes.  Sur  chaque  polyedre  0,-,  le  probleme  s’ecrit  comme  un  probleme 
de  filtrage  lineaire  {Vi)  avec  condition  initiale  non  gaussienne. 

Durant  un  certain  intervalle  de  temps,  si  nous  savons  que  la  trajectoire 
t  Xt  prend  ses  valeurs  sur  un  et  un  seu!  polyedre  0,-,  il  semble  naturel 
d’approcher  le  filtre  optimal  par  le  filtre  de  Kalman-Bucy  (F/f,)  correspon- 
dant  au  probleme  {Vi).  Dans  le  cadre  de  cette  etude,  le  filtre  {FKi)  etant  a 
“memoire  courte”  quand  e  tend  vers  zero,  la  condition  initiale  est  sans  impor¬ 
tance.  Nous  devons  done  construire  deux  tests:  I’un  permettant  de  detecter 
des  intervalles  de  temps  durant  lesquels  une  trajectoire  t  Xt  prend  ses 
valeurs  sur  un  et  un  seul  polyedre  0,-,  i  =  I,---,/,  I’autre  permettant  de 
determiner  lequel.  Ce  deuxieme  type  de  test  ne  pent  etre  construit  que  dans 
les  situations  ovi  la  variance  de  la  loi  conditionelle  est  petite  tout  au  moins 
dans  certaines  directions. 

Pour  £  petit,  on  peut  deduire  de  I’observation,  une  approximation  de 
h{Xt).  Si  I’application  h  est  injective,  on  obtient  done  une  estimation  de  Xf 
Les  resultats  de  J.  Picard  [12)-[14]  montrent  que  dans  ce  cas  et  sous  certaines 
hypotheses  de  regularite,  la  variance  de  la  loi  conditionnelle  est  petite  et  que 
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le  filtre  de  Kalman  etendu  ost  une  “bonne”  estimation.  On  s’interesse  a 
la  situation  ou  la  fonction  d’observation  k  est  non  injective.  Dans  ce  cas, 
la  variance  conditionnelle  peut  etre  grande  et  nous  n’obtenons  une  bonne 
approximation  que  sous  deux  types  d’hypotheses. 

Supposons  que  h{Qi)  f]  h{Qj)  ^  0.  Les  hypotheses  dites  de  type  (1) 
permettent  une  discrimination  des  systemes  de  filtrage  lineaire  Pi  et  Vj  par 
les  parties  martingales  des  systemes.  Sous  les  hypotheses  dites  de  type  (2), 
la  difference  est  mise  en  evidence  par  les  parties  a  variations  bornees. 

Dans  le  cas  unidimensionel,  les  deux  types  de  situations  considerees  se 
resument  en  deux  hypotheses.  Nous  les  presentons  dans  le  cas  simple  ou 
£  =  0  et  les  coefficients  s’ecrivent: 

6(x)  = 

(f{x)  =  E_l{x<o)  +  S+l{x>0), 
h{x)  =  /^-Xl{x<o}  +  //+Xl{r>0}, 

avec  H-H+  <  0,  Dans  ce  cas,  h(Xt)  est  observe  exactement,  mais  il  n’est  pas 
toujour:,  possible  de  determiner  Ic  signe  de  Xt  {’).  Nous  savons  le  determiner 
sous  deux  hypotheses; 

(HDl)  HlZl  lim.. 

Dans  ce  cas,  la  variation  quadratique  du  processus  h{Xt)  nous  indique  le 
signe  de  Xi- 

{HD2)  //*Si  =  Hl'Bl  et 

Dans  ce  second  cas,  la  variation  quadratique  de  h{Xi)  ne  donne  aucune  in¬ 
formation  sur  le  signe  de  Xt.  N&inmoins,  si  nous  supposons  que  ^  0  pour 
t  6  (ci^),  nous  savons  que  soil  >0  pour  tout  t  6  (a,  6],  soil  Xt  <  0,  pour 
tout  t  G  [o,  Posons  xjt  —  h(Xt)  et  F  =  |//fc;+|  =  nous  avons: 

{+)  yt  =  ya  +  -r  nUt  ~ 

ou  dans  le  cas  {Xt  >  0 ,  t  le  processus  {Ui^  —  ?  a  <  <  < 

est  un  processus  de  Wiener  standard. 

(-)  =  ya  d-  SI  -f  nur  ~  t/;), 

ou  sur  {Xt  <  0,  <  €  le  processus  {t/,“  —  t/“ ,  a  <  t  <  6}  est  un 

processys  de  Wiener  standard. 

‘par  exfintple  lorsque  b{x)  —  |r|,  6  =  0,  cr  =  1, 


u 


Vi  que  B-  ^  j?+,  un  test  du  rapport  de  vraisemblance  nous  permet  de 
decider  entre  les  deux  alternatives.  La  statistique  de  test  s’ecrit: 


Bl-Bl 

2n 


rb 

1 

Ja 


ds. 


On  note  que  la  difTcrence  majeure  entre  la  situation  sous  {HDl)  et  celle  sous 
{HD2)  est  que  sous  {HD\)  une  decision  correcte  peut  etre  prise  instantane- 
ment  (tout  au  moins  thwriquement)  sur  I’evenement  {vt^O,  a  <t  <  a+6}, 
5  >  0,  tandis  que  sous  (i/Z)2),  la  probabilite  de  prendre  une  decision  correcte 
tend  vers  un  quand  la  longueur  de  I’intervalle  d ’observation  sur  lequel  j/i  7^  0 
tend  vers  I’infini! 

Dans  le  cadre  general,  nous  introduirons  deux  hypotheses  semblables  a 
celles  decrites  ci-dessus  (cf.  paragraphes  4-5),  pour  construire  respective- 
ment  sous  (HDl)  et  sous  {HD2),  un  test  de  choix  sur  les  accroissements 
de  I’observation.  Nous  considererons  deux  nouvelles  hypotheses  respective- 
ment  du  type  (1)  et  (2),  (HDl)  et  {HD2)  (cf.  paragraphe  6),  sous  lesquelles 
nous  proposons  un  test  de  choix  sur  les  sorties  des  filtres  de  Kalman- Bucy. 
Comme  dans  I’exemple  precedent,  la  qualite  du  test  de  choix  ne  sera  pas  la 
meme  dans  les  deux  types  de  situations.  II  faut  beaucoup  plus  de  temps  pour 
prendre  une  decision  correcte  sous  le  second  type  d ’hypotheses  que  sous  le 
premier. 

Dans  le  cas  n  =  1,  <t  =  1  et  avec  I’iiypothese  d’independance  des  bruits 
d’evolution  et  d’observation,  notre  probleme  a  deja  ete  considere  sous  {HDl) 
par  W.H.  Fleming,  D.  Ji  et  E.  Pardoux  [4].  Sous  une  adaptation  de  I’hypothese 
{HDl)  au  cas  ou  /i  est  monotone  par  morccaux,  le  meme  type  de  probleme 
a  ete  traite  dans  [6].  Dans  [4],  les  pcissages  de  Xi  par  les  points  critiques  de 
la  fonction  d’observation  k  sont  detectes,  avec  un  probabilite  proche  de  un, 
par  un  test  sur  les  accroissements  de  I’observation.  Dans  notre  etude,  nous 
montrons  que  comme  dans  [6],  ou  la  fonction  h  est  reguliere,  un  test  peut  etre 
construit  sur  la  sortie  d’un  des  filtres  de  Kalman- Bucy.  Le  fait  de  considerer 
une  equation  de  dynamique  lineaire  par  morceaux  plus  generale  que  dans  [4] 
dans  le  cas  n  >  1,  nous  conduira  a  demontrer  certains  resultats  differemment 
et  a  introduire  une  autre  hypothec  du  type  (1)  incluant  I’hypothese  {HDl). 
Cependant  la  principale  nouveaute  de  notre  propos  se  situe  dans  la  con¬ 
sideration  du  probleme  sous  des  hypotheses  du  type  (2). 

Ce  chapitre  est  organise  comme  suit: 
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Dans  le  paragraphe  2,  nous  formal‘'»ons  le  probleme,  posons  les  hypotheses 
et  presentons  des  resultats  preliminaires.  Par  la  suite,  nous  etudions  en  detail 
le  cas  /  =  2.  Dans  le  paragraphe  3,  nous  proposons  un  test  sur  la  sortie 
d’un  des  deux  filtres  de  Kalman-Bucy  qui  nous  assure,  avec  une  probabilite 
proche  de  un,  que  la  trajectoire  t  —*  Xt  prend  ses  valeurs  sur  un  et  un 
seul  polyedre  0;  durant  I’intervalle  de  temps  [a,  5].  II  reste  a  savoir  lequel. 
C’est  ce  que  nous  nous  proposons  de  determiner  dans  les  paragraphes  4,  5 
et  6.  Dans  le  paragraphe  4,  sous  I’hypothese  (//Z)l),  nous  presentons  un 
test  base  sur  la  variation  quadratique  des  accroissements  des  observations. 
Drns  le  paragraphe  5,  sous  I’hypothese  (//D2),  nous  proposons  un  test  du 
type  rapport  de  vrai'.emblance  sur  les  accroissements  des  observations.  Sous 
(BDl)  et  {HD2),  un  second  test  du  type  rapport  de  vraisemblance  sur  les 
sorties  des  deux  filtres  de  Kalman  est  donne  dans  le  paragraphe  6.  Dans 
le  paragraphe  7,  nous  esitimons  I’erreur  d’approximation  du  filtre  optimal  et 
finalement,  en  supposar  t  le  coefficient  de  diffusion  constant,  nous  etendons 
nos  resultats  au  cas  /  >  2  dans  le  paragraphe  8. 
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2  Formalisation  du  probleme.  Lemmes  pre- 
liminaires 

On  considere  le  systeme  difierentiel  stochastique  .-i^’ivart: 


Xt  =  Xq+  l\{X,)ds+  ['  a{X,)dUs, 

Jo  Jo 

(2.1) 

Yt  =  f  h{X,)ds  +  e{Wt  +  Wt), 

Jo 

(2.2) 

ou  {Ut,  t  >  0]  ct  {Ut ,  t  >  0}  sent  deux  process^-s  de  Wiener  star'dards 
independants  a  valeurs  dans  IR”  et  definis  sur  un  esfiace  de  probabili'-e  filtre 
(fl,  que  nous  preciserons  ci-dessous,  Xq  (  t  une  variable  aleatoire 

^o~  mesurable  de  loi  IIo,  b  et  h  sont  deux  applications  mesurables  de  IR” 
dans  IR",  a  est  une  application  mesurable  de  IR"  dans  HI"  ®  IR'”*,  T  et  T 
sont  des  matrices  (>i,n)  et  e  est  un  parametre  reel  positif.  Deux  cas  sont 
consideres  :  e  =  0  et  e  >  0  . 

Hypotheses:  On  suppose  que 

(HI)  Xq  est  une  variable  aleatoire  independante  de  {{UuOt),t  >  0}  et  il 
existe  cq  >  0  tel  que 

E(expco|>VoP)  <  +00. 

{H2)  Les  fonctions  6,  h  appartiennent  a  (7(111";  Kl")  et  il  existe  une  part  ition 
polyedrale  finie  de  HI"  ,  HI"  =  U-_i0i,  des  matrices  {n,n)  Bi,  E,, 
I  <  i  <  /  et  des  vecteurs  bi,  h,  6  HI"  tels  que  : 

=  Z‘i=i{B{X  +  b,)lQ,(x) 

<rix)  = 

=  ZLii^^iX  +  hi)le,{x). 

{HZ)  la  fonction  h  est  non  globalemcnt  injective. 

(//4)  Hi  est  inversible  ,  E,E*  est  definie  positive  ,1  <:’</. 
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{Hb)  TT*  +  TT*  =  /„  et  TT*  est  definie  positive. 

On  pose  fii  =  ^2  =  .  Soit  0  =  x  fia  d’element  generique 

uj  =  (wi,a;2),  T  sa  tribu  borelienne,  T  =  J-\  ®  >  0}  le 

processus  canonique  sur  ft: 


{Xt^Ut){oJi,u)2)  —  (wi(t),u;2(t)), 


et  la  filtration  naturelle  du  processus  canonique  . 

Les  hypotheses  ci-dessus  entrainent  d’apres  R.F.  Bass  et  E.  Pardoux  [1], 
I’existence  d’une  unique  probabilite  sur  solution  du  probleme 

de  martingale  associe  a  I’equation  (2  1)  avec  condition  initiale  IIo.  II  existe 
alors  un  processus  {Ut,  t  >  0}  P-^-Wiener  standard  a  valeurs  dans  HI"  tel 
que  {Xt ,  t  >  0}  est  donne  par  (2.1).  On  definit  sur  0  la  probabilite  suivante : 
P  =  P^ ®P  avec  P  la  mesure  du  Wiener  sur  {VI2,  J'2).  Notre  espace  de  proba¬ 
bilite  sera  alors  ,P)-  On  remarque  que  le  processus  d’observation 

{yj ,  t  >  0}  defini  par  (2.2)  depend  de  e  ,  mais  pour  simplifier  les  notations 
nous  omettons  de  le  noter  en  ijidex  . 

Rj^rivons  le  probleme  precedent  sous  une  forme  plus  usuelle  : 

iX,  =  Xo  +  /o‘  b{X,)ds  +  fiX,)dVs  +  /d  9{X,)dW,. 

\  Yt  =  f^k(X,)ds  +  eWu 

ou  {(K,  W,)*,  t  >  0}  est  un  processus  de  Wiener  standard  a  valeurs  dans 
IR^"  defini  par 


K  =  (/„ -T*T)-‘/"(C/, -T-W,) 

W,  =  11',  + TO, 

f{X,)  =  <7(A',)(/„-T*T)»/2, 
g{X,)  =  a{X,)T'. 

FiF:  +  GiG'i  =  S.S*,  Vf  =  1,  •  •  • ,  /. 

D’apr^  les  hypotheses  (//4)  et  (//5),  la  matrice  F,  est  inversible,  Vz  = 

I,...,/. 

Pour  i  =  I,---,/  considerons  le  filtre  de  Kalman-Bucy  {FKi),  le  filtre 
optimal  du  probleme  de  filtrage  lineaire  (z): 
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=  V  +  IoiBiX,  +  bi)ds  +  f‘FidK  +  J^GidW„ 

\  K,  =  f^iHiX,  +  hi)ds  +  eWt, 

ou  1/  est  un  vecteur  aleatoire  suivant  une  loi  normale  de  moyenne  et  de  va¬ 
riance  egaies  a  celles  de  la  condition  initiale  de  I’equation  (2.1). 

Soit  Xj,  I’esperance  conditionnelle  de  Xt  et  la  matrice  de  covariance 
conditionnelie,  pour  tout  t  >  0,  est  solution  de  I’equation  de  Riccati: 


Rr  =  E.-s; + -f-  -  {Ki){Kir 

avec  Kl  =  ^RYH*  -f  G,-  .  L’equation  (2.4)  se  r^rit; 


(2.4) 


=  FiF: ^{Bi--GiHi)RT  +  RT{Bi--GiHiy  H:HiR\\  (2.5) 

D’apres  VV.  Murray  Wonham  (cf.(15j  {thl2.2]),  les  hypotheses  {HA)  et  [Hb) 
assurent  I’existence  et  I’unicite  d’une  solution  stationnaire  R'^  >0.  On  a  ; 


FiF:  +  {Bi  -  -GiHi)IV^  -t-  IV^{Bi  -  -GilUy  ~  =  0  (2.6) 

s  s  ^ 

et  une  formule  explicite  pour  I’equation  (2.5)  ; 

Rr  =  +  e- -f  eH.>(//-//.)e7^rVs 


-1-1 


i-A't 


avec  Ai  =  eBi  —  A'i,//,-  et  /\^  =  ^R'^H*  -f  G,-.  Introduisons  la  definition 
suivante: 

Definition  2,1  Une  matrice  M  appartenant  d  IR"  (g)  IR"  est  dite  stable,  si 
toutes  les  parties  reelles  de  ses  valeurs  propres  sont  strictement  negatives. 

Vu  que  le  systeme  (i)  considere  est  observable  et  commandable,  d’apres  (15) 
[thl2.2],  la  matrice  Ai  =  eBi  —  est  stable. 

L’integrale  Jq  {/{‘Hi)  ds  est  done  bornee  sur  t  €  [0,  -f-oo[  et  on 
obtient  la  vitesse  de  convergence  vers  la  solution  stationnaire  : 


\H\'"  -  k  >  0. 


(2.7) 


1-9 


avec  m  >  0  tel  que  pour  un  certain  5o  >  0) 


sup  {  parties  reelles  des  valeurs  propns  de  la  matrice  j4,}  <  —pi  <0,  : 

0<e<eo  ; 

Montrons  que  la  matrice  R'^  est  d’ordre  £.  D’apr^  I’equation  (2.6),  etant  ■■ 

donne  que  la  matrice  Hi  est  inversible,  il  existe  ^2  et  ^3  >  0  tels  que  la 
norme  de  R’^  verifie  I’inegalite 

D’ou,  <  ke  pour  e  petit  et  A:  >  0  et  il  existe  une  .sous-suite  de 
qui  converge  lorsque  £  — >  0.  Or,  toute  sous-suite  convergente  de  ^R*^  a  sa 
matrice  limite  R'^  solution  de  I’equation  de  Riccati: 

FiF:  -  -  Ri^H-G:  -  RLH^HiRl,  =  0.  (2.8) 

Les  hypotheses  (HZ)  et  (i/4)  impliqucnt  que  I’equation  (2.8)  admet  une 
unique  solution  definie  positive  et  la  matrice  —GiHi  —  est  stable. 

On  en  deduit  que 

Rii  =  elV^  +  Ri,  (2.9) 

avec  Rf  ~  0(e).  L’equation  (2.8)  se  reecrit: 

S.S*  =  {Itlir  +  Gi){Ri,H-  +  GiY  (2.10) 

et  nous  avons  : 

//, •£.£•//:  =  HiiRlH:  +  Gi){RUi:  +  GiYH:.  (2.11) 

Remarque  2.2  L’equation  (2.11)  admet  une  unique  solution  symetrique 
definie  positive  P;  =  HiR'^H’,  de  plus  la  matrice  —fUGi  —  HiR'g^H*  est 
stable. 

Lorsque  e  —*  0,  les  filtres  de  Kalman- Bucy  (FA',)  consideres  etant  a  “me- 
moire  courte”,  le  choix  de  la  loi  initiale  est  sans  importance.  Pour  simplifier, 
nous  prennons  la  loi  A^(E(A'o),  iZj^)  .  Le  filtre  de  Kalman-Bucy 
cette  loi  initiale  est  donne  par: 

dx;  =  (BiXl  +  b.)dl  + iA'i^(dVt-(R,Xl  +  h.)dt), 

=  E(Xo). 
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associe  a 


(2.12) 


> 


Soit  (cijCj,  ..,en)  la  base  canonique  de  I’espace  vectoriel  IR",  munissons 
I’espace  affine  euclidien  7^”  du  repere  orthonorme  (0, 61,63,  ..,e„)  et  nous 
convenons  de  noter  indifferemment  par  la  lettre  x,  le  point  affine  x  et  le 
vecteur  Oa:  de  I’espace  vectoriel  sous-jacent.  Ainsi,  si  x  est  un  point  de  I’espace 
affine  et  si  u  est  un  vecteur  de  HI”,  (i,  u)  designe  le  produit  scalaire 
des  vecteurs  Oi  et  u.  Par  la  suite,  nous  designerons  par  IR”  I’espace  affine 
et  I’espace  vectoriel.  Si  u  6  IR”  ,  u(t)  ,  1  <  t  <  n  representera  la  i-ieme 
composante  du  vecteur  u  et  |u|  sa  norme  euclidienne.  Si  Af  G  IR”  (8»  IR'', 
Mij  ,  1  <  i  <  n,  1  <  j  <  d,  representera  I’element  de  la  i-ieme  ligne  et  de 
la  j-ieme  colonne  de  la  matrice  M  et  nous  prendrons  pour  norme  \M\  — 
y/  Trace  M M*  ou  M*  designe  la  transpose  de  la  matrice  M. 

On  utilisera  egalement  les  notations  suivantes:  ||B||  =  sup((5_|,  |B+|), 
\\H\\  =  sup(l^f_|,  |/f+|)  et  |1E||  =  sup(lS_|,  lE+l),  et  la  definition 

Definition  2.3  Une  variable  aleatoire  X  sera  diie  d’ordre  9  >  0,  s’il 

existe  £o>  0,  c  =  0(60)  >  0  tels  que  Ve  G  (0,eo): 

£-^’E{lXp)  <  c. 

Pour  simplifier,  nous  presentons  la  procedure  dans  le  cas  /  =  2  et  nous 
etendrons  nos  resultats  au  cas  /  >  2  dans  le  paragraphe  8.  De  plus,  nous 
supposons  que  : 

61  =  62  =  Aj  =  /l2  =  0. 

On  remarque  que  cette  hypothese  est  non  restrictive  vu  que  les  fonctions  6 
et  h  sont  supposees  continues. 

Nous  supposons  done,  sans  perte  de  generalite  que  les  deux  demi-espaces 
01  et  02  sont  definis  de  la  fa^on  suivante: 

Soit  u  un  vecteur  norme  de  IR”,  [u]  =  1,  Au  I’hyperplan  separateur  des 
deux  demi-espaces  0i  et  02  ; 

Au  =  {i  G  IR"  ,  (x  ,  u)  =  0} 

0,  =  {a:  G  ni”  ,  (i ,  u)  <  0} 

02  =  {x  G  IR"  ,  (x ,  h)  >  0}. 

Nous  rempla^ons  les  indices  1  et  2  respectivement  par  —  et  +  . 


I-ll 


. .  ■  -  >■  . . . . . 


Introduisons  la  matrice  de  projection  de  R”  sur  Au,  notee  Q: 


Q  =  In  UU*, 

Qu  =  0. 

Les  vecteurs  x,  6(i),  h(x)  se  r^crivent  de  la  fa^on  suivante  : 


X  =  {x ,  u)u  +  Qx. 


b{x)  = 


h{x)  = 


( 

I 


(i,  u)B-u  +  B.Qx 
{x,  u)B+u  +  B^.Qx 

{x,  u)H-u  +  H-Qx 
{x,  u)H+u  +  H+Qx 


si  (i ,  tt)  <  0, 
si  (x ,  u)  >  0. 

si  (x ,  «)  <  0, 
si  (x ,  u)  >  0. 


La  continuite  des  applications  bcl  h  entraine; 

B.Q  =  B^Q, 
H.Q  =  H+Q. 


(2.13) 

(2.14) 


La  restriction  de  /i  a  A„  etant  une  bijection  de  Au  sur  A(Au),  nous  pouvons 
supposer  sans  restreindre  la  gcneralite  que  : 

(i/6)  /.(A,)  =  A„. 


Lemmes  preliminaires 

Letnme  2.4  Soil  A  une  matrice  (n,n)  symelrique  definie  positive,  U\,U2, ..., Up, 
p  variables  aleatoires  i.i.d.  a  valeurs  dans  R"  de  hi  commune  alors 

pour  tout  c>  0  on  a  : 

^  '‘'‘I exp{— c^/2n  Trace  (A)}. 
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Preuve 


P({|t'i|<c,l<t<p)) 


=  i-/’({|y/ii<c,  i<t<p)) 

«=l 


avec 


>  c)  <  ^  ^  ”  exp{-c*/2n  IVace  (A)}. 

«=i 

D’autre  part,  on  remarque  que  pour  x  >  0  et  o  >  1, 

1  -(1  -  xAlf  <ax 


d’ou  le  resultat. 


□ 


Lemme  2.5  Soil  (fi,  P,  Wt)  un  processus  de  Wiener  standard  a  valeurs 
dans  IR".  On  considefe  Inequation  differentielle  stochastique  suivante  : 


j  dXt  =  BXtdt  +  7:dWu 

I  Xo  =  »7, 


(2.15) 


oil  B  etl^  sont  deux  matrices  (n,n)  ei  rj  est  un  vecteur  aleatoire  To~mesurable 
a  valeurs  dans  R",  independant  du  processus  {Wt ,  '  >  0}.  On  suppose  qu’il 
existe  cq>  0  tel  que 

E(expcol7p)  < +00,  (2.16) 

Alors  I’equation  (2.15)  admet  une  solution  forte  unique  {Xt,  t  >  0}  ef  pour 
tout  T  >  0,  il  existe  c  —  c{T)  tel  que  : 


E 


<  +00. 


Remarque  2.6  La  condition  (2.16)  est  satisfaite  lorsque  q  est  un  vecteur 
aleatoire  gaussien. 
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Preuve  La  condition  de  Lipschitz  etant  verifiee  par  les  coefficients  de  I’e- 
quation,  I’existence  et  I’unicite  en  decoulent  immediatement.  La  solution 
s’ecrit : 

Xt  =  e^‘{t}+  f 
Jo 

On  poseAf,  =  /o‘e-®*EdlV,. 


Soil  c  <  |coSup|o_7>]  ,  d’apr^  la  condition  (2.16)  et  I’independance  de 

7/  et  {Mi ,  t  >  0},  il  suffit  d’etablir: 


E  ^exp  |2csup 


<  +00. 


II  est  clair  que  {A/| ,  t  >  0}  est  une  martingale  gaussienne  centr^  a  valeurs 
dans  IR".  II  existe  done  cj  >  0  tel  que 

E(exp{c,|MTn)  <  +0O, 

Le  processus  {exp(^|A/t|*) ,  t  >  0}  etant  une  sous  martingale,  on  a  done: 

E  ^supexp{ci|A/tp} j  =  E  ^exp  |cj  sup  |Af<p| j 

<  4E  (expIcilA/rp})  <  +oo. 

On  prend  c  <  |  sup|Qj]  min(Q),Cj)  et  on  obtient  le  r^ultat  de¬ 
mands.  □ 

Lemme  2.7  Soil  (0,  P,  Wt)  un  processus  de  Wiener  standard  a  valeurs 
dans  IR".  Si  le  processus  {Xt  >  0}  verifie  I’equation  differentielle  sochas- 
tique 

I  dXt  =  b{X,)dt  +  atdWu 

1  A'o  =  77, 

et  que  les  hypotheses  suivantes  sont  satisfaites: 
i\)  E(expco|77p)  <  +oo  pour  un  certain  Co  >  0, 
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*2^  b  est  une  applicatiommesurable^de^W'  dans  W*  et  il  existe  kt  >  0  tel 
que: 

|6{x)!  |a:|),' 

is)  It  processus  {<Tt]t  >  0}  est  un  processus  ^t-adapte  a  vdleurs  dans 
E."  (g)E"  et  il  existc  ^2  >  0>tebque  [crtl  <  p.s.,  t  p.p., 

alors  pour  tout  T  >  0,  il  existe  c  =  c(T)  >  0  tel  que 

E  I  exp  <  csup  IXjp  M  <  +CX3. 

V  I  (O.T)  j  j 

Preuve  En  adaptant  la  demonstration  donnee  par  R.S.  Liptzer  et  A.N. 
Shyriaev  [9]{th  4.7]  an  cas  n  >  1,  on  montre  sans  difficulte  que  sous  les 
hypoth^es  tj),  *2)  et  *3),  potir  tout  T  >  0,  il  existe  ci  =  cj(T’)  >  0  tel  que 

supE  (exp{ci|Xjp})  < +00.  (2.18) 

[O.T]  ''  ' 

Par  la  formule  d’ito,.  nous  obtenons: 
exp{c|A',p} 

=  exp{c|Xop}  +  2c  jf‘exp{c|X,p}X;6(A',)d5 

+2c  f  exp{c\X,mX:a,dW, 

Jo 

+c  f  explcix,]*}  Trace  ((7,<7*  +  2cXfX^cr,<Tl)  ds. 

Jo 

On  en  deduit  I’inegalite  suivante: 

E  (sup  exp{c|A:,p})  <  E(exp{c|Xop}) 

\[0.T]  J 

+2ct-,  jf’'  E  ( ( exp  {c|X  P )  1 1  I  +  IA-,  P I )  Js 

+2cE(sup  /'exp{c|X.p}.>f;(r,(iVt' ) 

\(o,ri*'o  ) 

+ckl  rE{(exp{clX,p})  (1  +2c|A:,P))  ds. 

vO 
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il’inegalite  de  CauchyrSchwartz  et  la  majoration  (2^18)  nous  permet  d’utiliser 
I’in^alite  de  Burkholder-Davis-Gundy  pour  trailer  le  troisieme  terme  de 
droite  de  I’inegalite.  Ainsi,  si  nous  choisissons  c  <  min(cb,ci/2),  nous  pou- 
yons  conclure 

E  ^exp|csup|A',p|^  < +00. 

□ 


Lemme  2,8  Soit  (Cl,  P,  «n  processus  de  H^iener  standard  a  valeurs 
dans  IR",  {<pt  >  0}  un  processus  J^t-mesurable  a  valeurs  dans  H”  tel  que 
pour  tout  T  >  0, 


E 


Co  sup  |v3<|’ 
(o,n 


1) 


<  +00,  pour  un  certain  co  >  0. 


(2.19) 


Si  le  processus  {Zf  ,i  >  0}  verifie  Vequation  differentielle  stochastique  suiv- 
ante: 

f  dZt  =  \{\Zf  -i-<pt)dt  +  SdlVi, 

\  Zq  =  Zo> 

avec  e  >  0,  Zq  £  fft*',  E  une  matrice  (n,n)  et  A  une  matrice  (n,n)  stable, 
alors  pour  tout  T  >0,  il  existe  c>  0  tel  que  : 

limsupE  (exp<csup  < +oo. 

r-O  \  (  (0,71  )/ 


Preuve 


£  Jq  Jo 

La  matrice  A  etant  stable,  il  existe  A  >  0,  ^  >  0  tels  que; 

\/t  >  0.  (2.20) 

On  obtient: 

sup|Zt|  <  <5|zoi  + -rsup|^<| +  sup 
(O.T)  A  (o,T]  [0,71 

avec 

Jo 
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D’apres  I’inegalite  \X  +y\^  <  2|X|*  +  2111^1*  etcelle  de  .Gauchy-Schwartz,  il 
suffit  de  considerer  les  trois  termes  separement. 

Le  premier  est  deterministe  et  iiidependant  de  e.  La  condition  (2.19) 
assure  un  moment  exponentiel  borne  independament  de  e  pour  le  second. 
Considerons  le  troisieme  terme.  Ehidimehsion;-un,  on  pent  conclure  rapide- 
ment  a  I’aide  du  thirareme  de  comparaison  des  diffusions  [7]  et  du^lermne  2.5. 
En  dimension  superieure^a  un,  um petit  travail  s’impose. 

Utilisons  le  fait  .que.ia  matrice  A  est  stable.  L’equation 

A*n  +  HA  =  (2.21) 

admet  alors  une  unique  solution  symetrique  definie  positive  donnee  par 

J  — OO 

Vu  que  Vc  >  0,  Bcj  >  0  tel  que  Ci/„  —  cfl  <  0,  il  suffit  de  montrer  qu’il  existe 
c>  0  tel  que 

limsupE  ( sup  expfc/Qfl/Ct}  I  <  +oo. 

« -  0  \(o.Tl  / 

Par  la  formule  d’lto  et  (2.21),  on  obtient: 

exp{c/CnAr,}  =  1-- f  exp{cI<:nK,}K:i<,ds 

s  Jo 

+c£exp{c/cn/c4  [in*sp  +  2c|A';ns|*]  ds 

+2c  f  exp {cA'; n  K, }  K] H Y.dW, . 

Jo 


E  ( sup  exp{cA't*nA'{} )  <  1  +  A:7’supjE(exp{cA7nA'j}) 

\[o,Ti  /  (O.T] 

+2LTsup  (E(exp{2cA7flA',}))»sup 

[O.'/l  [O.T]  '  ' 

+2cE(sup  /‘exp{cA7nA7}A7nEdH7).  (2.22) 

\(o.n  Jo  j 
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I 


I 

I 


Ainsi,  s?i!  existeo  0,  k>0  tels  :que  V/  6  [0,  T], 

limsupE(expc/v*/irt)  <  ik,  (2.23) 

r  0 

on  coQclut  en  utilfsant  I’inegalitede  Burkholder-Davis-Gundy.  PoUr  completer 
la.preuve  dujlemme,  nous  devons  done  etablir  la  majoration  (2.23). 

On  remarque  que  {Kiyi  >  .0}.-  «t,un.  processus  gaussien  centre.  Soit 
V*  ~  E{KtK*)\  La  rnatrice  Vf  est  solution  de  I’equation  matricielle: 

v;  =  ~\v;  +  -v/A*  +  ss* ,  Vo^  =  o. 

£  ^ 

VO  <  f  <  T,  Vj*  est  une  matrice  symetrique  semi-definie  positive  de  rang  d 
avec  0  <  d  <  n.  Elle  est  donnee  par 

La  matrice  A  etant  stable,  V*  est  d’ordre  e.  Plus  precisement,  II  existe 
£o  >  0,  >  0  tel  que  Vf  e  (0ieo]>  Vt  €  (O,?"), 


m<ek^. 


(2.24) 


Raisonnons  a  t  fixe:  la  variable  aleatoire  Kt  suit  une  loi  normale  A/’{0,  VJ*). 
II  existe  une  matrice  unitaire  U  tel  que 


uv,^u-  = 


V/  0\ 
0  0 ; 


avec  V*  une  matrice  diagonale  (d,  d)  de  rang  d  et 


I  ^ 
‘  > 


On  pbtient; 


E(exp{c|/r,p})  =. 


1 


(27r)5{nLi  v}>  .=1 


+0O 


exp{(c  -  H®.- 


La  cohstante  c  et  le  majofaht  ne  dependant  nl  de  <,  ni  de  e,  I’inegalite  (2.23) 
est  done  verifiee. 


3  Detection  des  passages  de  {XJ  par  Au 

Soil  A„,  I’hyperplan  separateur  des  deux  demi-espac^  0_  et  0+, 

A„  =  {a:  €  HI";  (x ,  u)  =  0}. 

Nous  devons  premierement  determiner  sur  I’interyalle  de  temps  [O^T],  T  >  0 
fixe,  des  intervalles'durant  lesquels  une  irajectoire  t  — »  Xt  ne  passe  pas  par 
Am  avec  une  probabilite  proche  de  1.  Nous  proposons  un  test  sur  la  sortie 
du  filtre  de  Kalman  {FK+).  Ce  test  s’applique  indilFeremment  a  la  sortie 
du  filtre  de  kalman  {FKJ).  Notre  premise  etape  consiste  a  montrer  que 
pour  de  faibles  V2deurs  de  e,  la  difference  h{Xt)  —  H+X*  est  petite  avec  une 
probabilite  proche  de  1. 

Proposition  3.1  Soil  0  <  a  <  6  ,  >  0  ,  Vo  6  [0,  |[,  V7  6]2a,  1[,  il  existe 

k  >  0,  €0  >  0  tels  que  Ve  €  (0,£o]  . 

P  ^jsup  |A(X,)  -  <  exp  {- • 


Preuve  L’application  h  n’etant  pas  de  classe  C*,  on  ne  peut  pas  appliquer 
la  formule  d’lto  a  /i(A',).Cependant  a  chaque  composante  de  h{Xt)  on  peut 
associer  une  application  de  IR  dans  IR  lineaire  par  morceaux. 

Pour  1  <  »  <  n  : 

si  (x ,  «)  <  0, 

\  [H+u]{i){x ,  u)  +  [Hj^Qx]{i)  si  (x ,  u)  >  0. 

D’apr^  (2.14)  on  obtient: 

[Mi)i(0  =  *■'((*. ''))  +  (//+<?x|(i), 


avec 


E-R 


r  >-* 


/..V  )  ^  sir<0, 

\  [y/^.u)(t)r  si  r  >  0. 

On  pose  X}  =  {Xt ,  u)  .  D’apres  la  formule  d’lto-Tanaka  [8],  h'{X})  s’ecrit: 
4'(X;)  =  h>{Xl)  +  f\'L(Kl)dXl  +  j((//+  -  H.)u]li)Ll  (31) 


oil 
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•  ht  est  la  deriv^  a  gauche  de  A, 

hi{r)  =-|W.u|(i)l„*(r)  +  ltf+u|(i)lR*.(r). 

•  ^  0}  ®st  le  processus  temps  local  en  0  de  la  semi-martingale 
reelle 

On  pose  Zt  =  h{Xt)~H+X^.  On  obtient  a  partir  de  (2.12)  et  (3.1)  I’equation 
suivante  : 

dZt  =  -AZtdt  +  +  tj,]dVt  +  xk'ldWt  +  Uh+  -  H.)uL\.  (3.2) 

S  M 

avec 

•  A  =  matrice  stable  d’apres  la  remarque  (2.2). 

•  <Pi  =  (KA't).,  u)h'.{X])  -  -H  H^Qb[X,)  . 

.  xl>\  =  H^QfiX,)  +  h‘_{X\)u-f{X,). 

.  V-?  =  H^iQgiXt)  -  !<*)  -b  h'_{X})u‘g{X,) 

•  i>UXlY  =  mxi),hUx!)....M(xi)) 

On  decompose  Zi  de  la  maniere  suivante  : 

2^  =  +  Zl'^^  -b  Zl^^  -b  Zl*\ 

avec 

•  4')  =  e^A'^o 

•  =  fo 

•  Zf  ^  +  V’,Ws) 

La  matrice  A  etant  stable,  nous  rappelons  qiril  existe  A  >  0,  5  >  0,  tels  que: 

V<  >0, 

<  Se->‘ 

Considerons  les  quatre  terracs  scparcmment: 


(3.3) 


1)  =  e«^‘Zo.  En  utilisant  (3i3),  on  obtient: 

|2;r>|<^e'T»|Zol,  Vt6[a,6]; 
D’aprM  I’inegalite  de  Bienayme-Tchebichev  : 


0£“c7“ , ' 
>__} 


<  ^e-^E|Z„|, 

et  la  majoration  suivante, 

E|Zo|<2pi|E|Xo|<+oo, 
on  conclut  I’existence  de  A:i  >  0  ,  £i  >  0  tels  que  : 

P  ^|sup  0  <  £  <  £,.  (3.4) 

2)  Zj^^  =  /o  On  remarque  que  : 

Iv’tl  <  ll^ll  ( Pll  +  l^+QI)  1^*1  + 

Les  lemmes  2.7  et  2.8  impHquent  que  pour  tout  c  >  0,  T  >  0  ,  il  existe 
ki  =  kiiT,c)  >  0  et  itj  =  k2{Tyc)  >  0  tels  que 


E  (exp<csup|X<ll 
\  I  (o.r]  J/ 


<  ^i> 

limsupE  (exp<csup|Xt'^|>)  <  ^2- 

*-o  \  (  [o.n  J/ 


On  en  deduit  que 


E  ( exp  <  csup  |v3<|  >  )  <  00  pour 

V  I  [0.T!  J/ 


c  >  0. 


(3.5) 


D’apres  (3.5)  et  I’inegalite  <  ^sup  Iv’jj  ,  il  existe  Ar2  >  0  >  £2  >  0  tels 

A  (o.f) 

que 

P  ({sup  \Z?^\  >  j  <  exp  ’  0  <  £  <  £2-  (3.6) 
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Done,  si  lz\^  >  2er  {y/np  +  4p), 

CtK(z)  +  <  0. 

On  en  deduit  la  majoration  suivante: 

r  (  /  X  ^  +  n/^)  /  (”  +  1 

£,»(z)  +  j«(.)  <  1^-/  . 

On  note  no  =  Utilisons  ce  resultat  pour  determi- 

ner  p  et  p. 


-^  +  CtM  =  e'’^{pK  +  CtK  —  pp) 

<  e"((p-i)«  +  ^-pp). 

1  71 

Ainsi,  en  choisissant  p  =  — —  et  p  =  pour  £<let0<vO<i  le 

£5"“  £5+“  ~  2’ 

processus  {A/(t,  ZP);0  <  t  <  b]  est  une  surmartingale  positive,  Dc  ic, 
pour  tout  <?  >  0,  on  a: 

p(o„pM(,zP)>p)<i±i(^-Ji. 

Etant  donne  que  \z\^  <  |n"'|  ct  VO  <  <  <  6,  k{z)  <  Mit,z), 


<  P 


^|supA/(<,zP>)>exp| 


02^20 


64  |Il-»lpr£ 


II) 


<  exp 


wm-'IrrE-"-!  '  +  ()'■  ('“'’{(l-l"') 


0  <  S  <  £3, 


(3J) 


pour  un  certain  its  >  0  et  £3  >  0. 
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4)  -  H.)u  f‘  Rappelons  que  {Lf,t>  0}  est 

le  processus  temps  local  en  0  de  la  semi-martingale  {X/  >0}.  Le  pro¬ 

cessus  {Lf,i  >  0}  est  positif  et  croissant,  d’ou  I’inegalite  de  Jensen  et  (3.3) 
impliquent 

2  Jo 

Montrons  premierement  que  Vc  >  0,  t  >  0, 

E(exp|cL°|)  <  -1-00.  (3.9) 

D’apres  la  formule  d’lto- Tanaka,  on  a  ; 

tX;  I  =  |.>fi  I  +  /'  signe(  A-;  )dXl  +  L°.  (3.10) 

Jo 

=  \Xll+ fs]gna{X',)dXl, 

Jo 

=  f\igne{Xlyf{Xs)dV,+  f  s\gue(Xl)u-g{X,)dW,. 

Jo  Jo 

Ki  =  |A'^I+  /'signe(A;‘)«*6(A%)ds-f/?..  (3.11) 

Jo 

Le  processus  {L°  ,t  >  0}  est  solution  du  probleme  de  Skorohod  associe  a 
(3.10),  (cf.{2]),  i.e.: 

Lf  =  supA7,  (3.12) 

(0.0 

ou  =  sup(0,  — A't).  Done  A®  <  supjoj,)  V^t\-  D’autre  part,  d’apres  (3.11), 

sup  |AM  <  |A''ol  -f  l|i?psup  |AM  -1-  sup  |A',1 
(0.6J  (0.6)  [0.6J 


On  pose 

Ki 

Ki 


L’inegalite  de  Cauchy-Schwartz  nous  permet  de  considerer  separement  les 
moments  cxponentiels  des  “sup"  de  chaque  terme.  En  utilisant  I’hypothese 
{H\),  le  fait  que  les  fonctions  f  ct  g  sont  borhees  et  le  lemme  2.7,  on  obtient 
que  Vc>  0 


E 


csupjAVI 

(0.6) 


)) 


<  -f-COi 
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On  en  deduit  (3.9). 

Soit  7  €]2o;,  1(,  utilisons  la  decomposition  suivante  : 

/‘  e-«  +  /' 

Jo  Jo  Jt-e' 


En  choisissant  0  — 


-7,  on  a: 


^  '’({sr 

+P  (jsup/  ,  e-r^‘-*UL°  >  j 

Considerons  le  premier  terme  du  membre  de  droite  de  I’inegalite  : 

Jo 


P^|supjf‘”*"e-r(‘-»)dL°>^£“|^  <  P  ({Z-?  > 

d’apr«  (3.9)  et  i’inegalite  de  Markov.  Done  il  existe  fo  >  0,  c>  0,  tels  que 
Ve  €  (0,£o], 


-c/c 


(3.13) 


Inleressons  nous  an  second  terrne  ;  .Soil  0  <  a  <  b  ,  m  =  {^)  ,  on  pose 
t/c  =■  a-\-  k£^  ,  Z-  =  0. . . . ,  m  : 


<  p 
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max  sup 

/  signe(A'*)u*6(X3)ds 

-lik-l 

j 

I-  1 

i 

^  2  ’’  ({oS?„  ,S.|  1^'’'  -  '^'‘- 1  >  ^=°/2}) 

<  2P({ 

+  2P 


En  utilisant  I’inegalite  de  Markov  et  le  lemme  2.7,  on  majore  le  premier 
terme: 

p(l  max  sup  /  s\gne{Xl)u*b{X,)ds  > /?£“/4l  ] 

Considerons  le  second  terme: 

^  ({oa?m  I, f“P,|  1'^’  -  I  > 

-  ‘  ({os  I, .3.1 I  2  • 

Pour  A;  =  0, . . . ,  m  ,  on  pose 

9  Nk=  sup  |/?<  - 
(<*-!,<*) 

•  Dk  =  {Nk<l3eyA}, 

•  Hk  =  <r{Di ,  I  =  0,  A:  -  1)  . 

On  remarque  que  Hk  C  ■ 

=  [10oID)-1d„,_,E(1£>„  |Hm-l)]  • 
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On  s’interesse  a  E(l£>t  \  Hk-i)  >  Soit  H  €  Hk-i,  5  >  0,  on  introduit  la 
mai'tingale  exponentielle  {Af|  >  4-i}  • 

M‘*-'  =  1„  expj  «(/?,  -  -  I  ((A-),  -  {/?),._,)  I . 

On  note  que  pour  <t_i  <t  <tk,  {K)t  —  <  ce’’'  avec  c  =  ||i^|P+  |1G  |p. 

D’apr^  Tinegalite  de  Doob  et  en  choisissant  6  =  on  obtient: 


(ffn!  sup  (/?*-/V,)>/3£74 
\  Uu-.A] 


<  pfi  sup  M/'*“‘>exp{; 
VU^-i.ul  I' 


32c  £^-2“ 

De  meme,  on  montre  qu’il  existe  k  >  0,  tel  que 


p\Hr\ 


]  sup  (-A', 
UU-i.u) 


+  /C,*_,)>/?£74  <P{H)t 


))= 


.-'•It'-'" 


On  en  deduit  que  P(H  n  Of)  <  W  6  W».,  .  D’ou  , 


o((max  sup  lA,  -  A',,.,  |  <  ^£»/4)  =  /’(flO*) 

>  (1-6“''/*^"*")’"+*, 


et 


P^jsupjJ*  +  2  -  2(1  - 

<  2C  +  2(m  +  1  1 

De  (3.13)  et  (3.14)  on  conclut  I’existence  cle  >  0,  £4  >  0  tels  que  pour 

0  <  £  <  £4, 

P  (|sup  |z;^l|  >  x))  -  (3.16) 
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Des  inegalites  (3.4),  (3.6),  (3.8)  et  (3.15),  on  pbtient  la  proposition  3.1. 

□ 

Etant  dohnee  que  h{Al)  D  /i(A„)  =  0,  la  proposition  3.1  nous  permet  de 
construire  un  test  de  detection  des  passages  des  trajectoires  de  {Xj}  par  Au 
base  sur  {Xi*" }. 

Soit  0  <  a  <  6  ,  on  definit  les  evenements  suivants: 

A-{a,b)  =  {(A'j ,  u)  <  0 ,  a  <  <  <  6}, 

A+{a,b)  =  {(Xj,  u)  >  0 ,  a  <t  <  b}, 
et  pour  c  >  0  choisi, 

C*(a,6)  =  {|(A7,«)|  >c,a<<<6}. 

Lorsqu’il  n’y  aura  peis  de  confusion  possible,  ces  evenements  seront  notes: 

/l_,  A+, 

Remarque  3.2  D’apres  la  proposition  3.1,  nous  pouvons  remplacer  la  con- 
stante  c  utilisee  dans  I’evenement  test  C'  par  c£“,  avec  0  <  or  <  |.  Ceci 
permettrait  d’agrandir  les  intervalles  de  monotonie  detectes.  Cependant, 
comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  sur  les  intervalles  de  monotonie,  pour 
decider  du  signe  de  {Xt ,  «)  sous  les  hypotheses  du  type  (2),  il  est  necessaire 
que  {X^  ,  u)  soit  “suffisamment”  eloigne  de  zero  durant  un  “certain”  temps. 
Dans  le  cadre  de  ce  chapitre,  pour  simplifier,  nous  n’exploiterons  pas  cette 
possibilite  et  nous  prendrons  a  =  0  et  7  =  j. 

Remarque  3.3  (v4_  U  =  |3t  €  [a,  6]  t.q.  {Xt ,  u)  =  0). 

Montrons  le  resultat  suivant  : 

Theoreme  3.4  II  existe  k  >  0,  Bq  >  0  tels  que  Ve  6  (0,£o]) 

P((/l_U/l+)"|C') 
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Preuve  II  exisfe  0  >  0,  tel  que: 

(A-  u /i+r  n  C'  c  (sup i(J/;^h(Xt)  -  ,  u)i  >  el 

1 1“.*)  J 

C  |sup|MA-,)-/(tX+| 

U«.>1  J 

D’apres  la  proposition  3.1,  il  reste  a  demontrer  que 

li^nf  P(C')  >  0 

Introduisons  les  evenements  suivants  : 

Ar  =  {KA’t,  u)l  >  r,V<  €  (a,6)}, 

D,  =  (sup|/tTO-//+Ari  <4. 

I  (a.6)  j 

Pour  /)  >  0  et  r  >  0  convenablernent  choisis,  on  a  I’inclusion  ArODpC  C*. 

Montrons  que  P{Ar)  >  0.  Pour  cela,  pla^ons  nous  sous  les  conditions 
d’application  du  theoreme  du  support  d’une  diffusion  de  Stroock-Varadhan 
(cf.  (71)  i.e.  et  b  6  C,‘(E"). 

Soit  0  <  oo  <  a  <  b.  La  mesure  de  Lebesgue  de  A„  etant  nulle  et  la  loi 
de  Xt  admettant  une  densite,  on  a  done: 

Pi^'ao  €  A„)  =  0. 

II  existe  0  >  0  tel  que  P({|(.Ya(,,«)|  >  0})  >  0. 

Traitons  par  exemple  le  cas  ou  F({(.Yao,  u)  ><?})>  0.  Nous  introduisons 
le  temps  d ’arret  r, 

r  =  inf{t  >  flo.  (A'l ,  u)  =  0} 

Pour  tout  r  >  0,  on  a: 


P({(X,,«)>r,V/€(a,6]}  I  {{Xa„u)>t?}) 

>  P({{Xt,  u)  >r,\/t  €  (a,/;)}  fl  {t  >  a}  |  {(Xoo,«)  >  0})  >0 

d’apres  le  theoreme  du  support.  A  partir  de  I’egalite  P{Ar  D  Dp)  =  P{Ar)  — 
P{Ar  n  Dl)  et  de  la  proposition  3.1,  on  deduit  que  liminft_o  PCC")  > 
P(Ar)  >  0. 

□ 
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Par  la  Pintervalle  (o,6]  representera  uri  intervalle  ,de  temps,  fixe 
durant  lequel  la  sortie  du  filtre  de  Kalman-Bucy  {FK+)  verifie  C‘(a,b),  et 
en  consequence  la  probabilite  conditionnelle  P{A^{a,b)  \J'A+{a,b)  ||H)  est 
proche  de  1.  La  prochaine  etape  consiste  a  choisir  entre  les  deux  alternatives 
M-”  et  M+’’. 


4  Sous  (HDl),  le  test  de  la  variation  quadra- 
tique 

Nous  pr^entons  un  premier  test,  dit  de  la  variation  quadratique.  Sous 
I’hypothese  de  dissymetrie  (HDl)  :  ce  test 

permet  de  decider  du  signe  de  {Xt ,  u)  avec  une  faible  probabilite  d’erreur. 
L’idee  est  la  suivante:  si  e  =  0,  h{Xt)  est  observe  exactement  et  nous  pouvons 
decider  du  signe  de  {Xt ,  u)  en  calculant  la  variation  quadratique  de  dYtfdt  = 
h{Xt).  Pour  e  >  0,  h{Xt)  ne  correspond  plus  a  I’observation,  mais,  pour  £ 
petit,  on  peut  calculer  de  fa^on  approchee  la  variation  quadratique  d’une 
approximation  de  h{Xt).  Nous  montrons  que  nous  pouvons  ainsi  decider 
entre  “y4_”  et  avec  une  faible  probabilite  d’erreur.  Ce  test  a  ete  propose 
par  W.A.  Fleming  et  E.  Pardoux  [6]  pour  un  modele  plus  simple  que  le  notre. 
Leurs  resultats  s’adaptant  sans  difliculte  a  notre  modele,  nous  ne  donnerons 
que  les  grandes  lignes  des  demonstrations. 

Soit  0  <  a  <  6  ,  m  =  (^],  on  introduit  les  notations  suivantes  :  pour 
k  =  Q,  •  ’  •  ,m  —  ly  tif  =  a  +  ke, 

Vk  =  e-\Yt,,y-Yt,)y 
=  £“'  ^  h{Xs)dSy 

=  WtJ~Wt,. 


On  note  que  yk  =  st  +  «>/.-. 

Remarque  4.1  La  malrice  de  covariance  de  est  e  I„  . 

Pour  0  <  £  <  1,  on  approche  h{Xt) ,  t  e  par  yk- 

On  pose 

j  m— 2 

Z,  =  7 —  H  ih+i -h){yk+i -HkT, 

0  —  a  . 

k=0,k  impair 
j  m— 2 

Zp  =  T —  "  yk){yk+i  -  yk)’- 

®  ®  *=0,Jtpair 
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Sur  A+  : 

1  m— 2 

~  nr  ^ 

Ar=0,X;  impair 

avec 

a*  =  -H+  f'*\F+iV,+,-K)  +  G4W,+,-Ws)]ds  +  wk+i-m, 

e  Jtk 

1  /■<*+!  /*+e 

;9it  =  -/^+B+  /  /  A-„rfuds. 

On  remarque  que  le  vecteur  aleatoire  or*  suit  une  loi  normale  A'(  0 , 2e(/„  + 
|r+r^))  avec  r+r^  =  ^f+E+S^//^  et  que  les  sous  suites  {at, k pair), 
{ok  ,k  impair)  sont  des  sous  suites  de  variables  aleatoires  a  valeurs  dans 
fil",  independantes  et  identiquement  distribuees,  contrciirement  a  toute  la 
suite  {or^}. 

Quand  e  —>  0  ,  on  montre  les  convergences  suivantes  en  probabilite: 

Sur  A-  : 

Zi  -  z.  +  jr-ri, 

-t  /„  +  ir_ri. 

3 

Sur  : 

Zi  /,  +  jr+r;, 

z,  /„  +  jr+r;. 

Ainsi  sur  C^{a,b)  ,  sous  I’hypothese  {HDl)  ,  il  sera  possible  de  choisir  entre 
A_(a,6)  et  A+(a,6)  au  vu  de  Zi  ou  Zp  . 

Lemme  4.2  ^0  >  0,  il  existe  k  >  0,  Sq  >  0  Ids  que:  Vr  I  (0,£o], 

p((|Zi-(/,  +  jr.r;)|>o}n/i+)  < 

p(||z,-(/.  +  jr.r:)|>o}n/i.)  < 

De  meme  avec  Zp. 
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I 


r. 

} 


Preuve  (cf.W.H.  Fleming-E.  Pardoux  (6][lemme  4,1]). 

Frontons  le  raisonnement  pour  la  premiere  inegalUe  :  Sur  A+,  trois 
evenements  sonfc  consider^  ; 


I 

( 


I  “  *=0./fc  impair  ^  £  I  ^  j 

"  =  {I  E 

^  1^=0, impair  J 

=  II  E  iotk^l  +  ^kol) 

^  I^O.jkimpair  •>  j 


On  montre  que  les  probabilites  de  ces  trois  evenements  sont  exponentielle- 
ment  petite  quand  £  -♦  0,  en  utilisant  respectivement,  un  r&ultat  de  grandes 
deviations  (cf. Ellis  (3](th  11.3.3-11.4.1]),  le  lemme  2.7  et  le  caractere  gaussien 
des  variables  independantes  et  identiquement  distribu^  de  la  suite  {ok, 
k  impair }.  On  conclut  en  remarquant  que 


E(o,a;)  =  2£  (/„  -f  ir+r;) . 


Construisons  le  test  de  la  variation  quadratique: 
On  definit  deux  evenements  tests  sur  C*(a,6): 


C7!(a,4)  =  C'(«,4)n(|z,-{/„  +  ir.r:)|<|z,-(/,  +  ir*r;)|| 
c’tM  =  n]|z, ■-(/„  + ir.ri)  >  Zj-(;„  +  lr+r;)|| 

Remarque  4.3  C;  U  Cl  =  C'  et  C;  n  Cl  =  0. 

Lemme  4.4  II  existe  t  >  0,  eo  >  0  lets  que  V£  €  {0,£o], 

P{Al^Ci)  < 

/"(>i;nc;)  < 


i 
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■Preuve  En  utilisant  l!inegalite  suivante: 

P(>i^nc;)<  F((A_u/i+rnC‘)  ^ 

+  p(M-n{|z<-(/.  +  5r.r:)|>i|r.r;^r.r:|}), 


le  leiTime  decoule  du  thebreme  3.4  et  du  lemme  4.2. 


□ 


Procedure  du  test  de  la  variation  quadratique  : 

Soit  Ti  >  0,  a  <  Ti  <  6.  Sur  C®(a,6)  :  on  decide  entre  “A+(a,  6)”  et 
“A_(a,  6)”  au  vu  de  I’estimation  de  la  variation  quadratique  calculee  a  partir 
des  ob^rvations  recuellies  durant  I’intervalle  de  temps  [a,  ri],  avec  a  <t\  <b, 
Ti  repr&entant  le  temps  a  partir  duquel  on  peut  prendre  un  decision.  On 
introduit  deux  nouveaux  evenements  tests: 

(31(a,6)  =  C*{a,6)n01(a,n),  (4.1) 

g;(a,6)  =  C'{fl,6)nc;(a,r0,  (4.2) 

On  montre  a  I’aide  du  lemme  4.4  et  du  theoreme  3.4  le  resultat  suivant : 

Theoreme  4.5  II  existe  k  >  Q,  Cq  >  0  tels  que  Ve  6  (0,£o]- 

PiA.{a,br\Ql{a,b))  < 

P{A^{a,br\Q%{a,b})  < 

P((A_(a,  6)  U  A+(a,  6))'  0  {Ql{a,  b)  U  ^^{a,  6))  < 

□ 

Remarque  4.6  Ce  test  a  ete  mis  en  oeuvre  par  W.H.  Fleming,  D.  Ji,  P. 
Salame  et  Q.  Zhang  (5]  de  deux  famous: 

•  test  a  taille  d’echantillon  fixee:  la  duree  Tj  —  a  est  fixee  au  prealable, 

•  test  sequentiel:  la  duree  Tj  —  a  est  aleatoire. 

Leur  etude  montre  que  pour  une  meme  probalilite  d’erreur,  le  second  type 
de  test  permet  de  decider  plus  rapidement  que  le  premier. 
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5  Sous  {HD2),  le  test  du  rapport  de  vraisem- 
blance  sur  les  accroissements  de  I’observa- 
tion 


Nous  nous  interessons  au  cas  ou  {HDl )  n’est  pas  verifiee  et  en  consequence 
le  test  de  la  variation  quadratique  ne  pout  etre  applique.  Sous  I’hypoth^e 


{HD2)  : 


'  rr*  =  r.n  =  r+r;, 

'  ker{^_5_i/r‘  -  }  C  A„ 

.  la  matrice  —  H+B+Hl^^)  est  symetrique, 


nous  proposons  un  test  du  type  rapport  de  vraisemblance,  base  sur  les  ac- 
croissements  du  processus  d’observation.  Ce  test  est  inspire  du  cas  limite 
e  =  0. 

Remarque  5.1  Dans  le  paragraphe  6,  nous  presenterons  un  test  ne  necessi- 
tant  pas  la  symetrie  de  la  matrice  —  H+B+H^^).  Dans 

le  cas  ou  n  =  1,  l’h3q)othese  (HD2)  devient: 


5.1  Cas  e  =  0 

Sur  I’espace  de  probabilite  (0*,.^*,/’/,  defini  dans  le  paragraphe  2, 
on  considere  le  systeme  suivant: 

j  dXt  =  b{Xt)dt  +  a{Xt)dUt, 

[  Vi  =  h{X,). 

Par  abus  de  notation,  nous  dcsignerons  par  A-{a,b)  et  A^{a,b)  les  traces  de 
ces  evcnements  sur  D’.  On  pose  =  (T{Xt  —  A', ,  a  <  s  <  t} 

Notre  probleme  est  de  determiner  le  signe  de  {Xt ,  «)  pour  t  €  [a,  6]. 
D’apr«  I’hypoth^  (^6),  on  a  I’equivalence  suivante, 

{Xt ,  «)  7^  0  {yt ,  u)  ^  0. 

Si  {yt  ,u)^0  pour  t  g  [a,  6],  nous  pouvons  proposer  un  test  d’hypoth^es 
sur  les  observations  {yt’,  a  <  t  <  b). 
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Sur  y4+(o,6): 


dyt  =  {H+B+H;^)yt  di  +  (5.1) 

avec  ;  a  <  f  <  6}  un  processus  de  Wiener  standard  sous  P+j  la 

loi  de  probabilite  deBnie  sur  solution  du  probleme  de  martingales 

associe  a  (5.1). 

Sur  i4_(a,6): 


dyi  =  (//_  B_ //:* )  y,  dt  +  TdW; ,  (5.2) 

avec  {Wf  —  W~  ;  a  <  t  <  6}  un  processus  de  Wiener  standard  sous  P~ ,  la 
loi  de  probabilite  deBnie  sur  solution  du  probleme  de  martingales 

associe  a  (5.2). 

Remarque  5.2 


P^{D)  =  P+(D)  si  DcA+{a,b), 
P^{D)  =  P-(D)  si  DcA.ia,b). 


Remarque  5.3  Notons  Mt  la  partie  martingale  de  j/j.  Sur  I’evenement  A-  U 
A+,  on  a; 

=  rlt  s\i  =  j, 

{Mi,Mj)t  =  0  sii^j. 

Le  fait  que  la  matrice  F  soil  inversible  nous  permet  de  construire  une 
statistique  de  test  du  rapport  de  vraisemblance.  D’apres  le  thTOreme  de 
Girsanov,  L(a,  6)  =  (5^)  est  donnee  par 

L{a,b)=  |^:(//+R+//;'  -//_z?_//:‘)*(rr)->dj,, 

■  ir  -  |r-‘(//-B_//:')y,|*)  ds. 

(5.3) 
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Remarque  5.4  En  dimension  1,  les  expressionr  se  simplifient  (voir  (10]).  La 
statistique  L(a,  6)  s’ecrit: 

Pour  a  <t  <b,on  definit: 

Ja 

Ja 

Reec.rivons  la  statistique  L(a,b)  respectivement  sous  la  loi  P'*'  et  la  loi  P~: 

L(o,6)  =  + 

LM  =  + 

On  remarque  que  {M*)b  =  {M~)b  et  on  introduit  la  notation  R{a,b)  pour 
designer  ces  variations  quadratiques.  Sur  {(j/{ ,  «)  0 ;  a  <  t  <  6},  on  utilise 

la  regie  de  d&ision  suivante: 

•  Si  L{a,b)  >  0  :  on  decide 

•  Si  L{a,b}  <  0  :  on  decide 

La  qualite  de  la  decision  depend  de  la  quantite  i2(a,  6): 

R{a,b)  =  J'  \r-\H^.B+H;^  -  H-B.fl:^)yy\^ds.  (5.4) 

Montrons  que  pour  R  assez  grand,  la  probabilite  d’erreur  est  faible. 

Proposition  5.5  Soil  r  >  0  , 

P'^({L<0}n{/2>r}n/l+)  <  e-"/*, 

P'*^({L  >0}n{y2>r}n,4_)  <  e"’’'*. 


Preuve  On  demontre  la  premiere  inegalite.  D’apres  la  remarque  5.2,  on  a 
({I  <  0}  n  {ft  >  r)  n  A+)  =  ft+  ({L  <  0}  n  {ft  >  r}  n  A+) 


Du  lemme  2.7  on  deduit  I’existence  de  ^'  >  0  tel  que: 


£■*■  ^exp|A:sup 

^  <  oo. 

(5.5) 

On  a  done 

ft  2  '\ 

\ 

E+(exp|^A<+-|-(A/+),| 

j  =  1 ,  /i  6  E. 

(5.6) 

Soit  -1  <  / 

1  <  0, 

ft+({L  <0}n{ft>r}n>i+) 

< 

P*  >  i«}  n{li>  r}) 

< 

exp{(-5P‘-^)r}] 

1 

< 

d’apres  (5.6)  et  I’inegalite  de  Markov.  Nous  obtenons  le  resultat  en  choisis- 
sant  /r  =  — 5  . 

□ 

Montrons  maintenant  que  pour  ft  grand,  la  probabilite  pour  que  la  satis- 
tique  L  prenne  des  valeurs  proches  de  zero  est  faible. 

Proposition  5.6  Soit  r  >  0,  Vt?  >  0,  3ki  >  0,  A*2  >  0, 

ft^({L<fl}n{ft>r}n/l+)  < 

{{L>  -0}n{R>r}nA.)  < 

Preuve  On  considere  uniquemcnt  la  premiere  probabilite. 

{{L<0}n{R>r}nA+) 

<  ft+({M6+  +  ift<(?}n{ft>r}). 
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On  pose 


2t  =  exp  I  (tM*  -  I 

avec  — 1  <  /X  <  0.  D’apr^  (5.6),  {Zt ,  a  <t  <  b}  est  une  P'^'-martingale  et 
E+(^,)  =  1.  On  a 

P*  ({<  +  ifl  <  «}  n  (fl  >  r)) 

<  (|Zj  >exp{(i(»- j(l +/i)rj) 


avec  ki  >  0,  itj  >  0. 

□ 

En  preparation  du  cas  e  >  0,  sur  I’evenement  {y<  ^  0,  a  <  f  <  6}, 
on  re^rit  L  comme  une  fonction  continue  de  la  trajectoire  j/t  =  h(Xt)  en 
utilisant  la  formule  d’lto  et  la  remarque  5.3.  Pour  cela,  nous  definissons  la 
fonction  suivante: 


K :  K”  -*U 

k:  X  -  -  H.B.HZ^)x 


L=  Kih{Xi))  -  KihiXa)) 

-  i(6  -  a)  Trace  -  H^B.HZ^) 

(5.7) 


5.2  Cas  £  >  0 

On  utilise  les  notations  introduites  dans  le  paragraphe  3.  Pour  e  petit, 
comme  pour  le  test  de  la  variation  quadratique,  on  approche  h(Xt)  par  les 
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accroisseinents  y*  de  I’observation.  On  se  place  a  nouveau  dans  I’espace  de 
probabilite 

On  note  L  (resp.  R)  Textension  de  L  (.  •  .<p.  R)  a  n.  Vu;  =  (u}-,,!J2)  €  0, 
X(a>i,u>2)  =  L{u>i)  el  R{u}i,u>2)  =  Riui). 

On  definit: 

=  «{ym-i)  -  f  [yo) 

-  \{b  a)  Trace  (//+B+//;‘ 

P  m-l 

^  k=0 
et 

m- 1 

R‘=e'£  -  //_/i_//:')yTp. 

*=0 

On  montre  tout  d’abord  que  sur  0*,  I’erreur  d’approximation  est  faible 
avec  une  probabilite  proche  de  1  pour  e  petit. 

Lemme  5.7  WO  >  0,  VA  matrice  (n,n)  symetnque,  it  exisle  Co  >  0,  k  >  0 
lets  que  Ve  6  (0,£ol, 

p(c‘nl  max  sup  |/i(A',)*  A  h{X,)  -  y;  A  y*|  >  4)  < 

Preuve  D’apres  le  theoreme  3.4,  il  sullit  do  s’lntere-sser  a  la  probabilite  de 
I’evenement: 

^  -  fk^Vk]  >  • 

Sur  I’evenen'ient  le  raisonncrnent  est  identique. 
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Sur  i4+: 


sup 

(<*.u+i) 

=  sup  \x:h;ah^x,  -  ylMlkl 

<  sup  \x:h;\h+x,  -  x:h;ah+x^\  +  |a|  ki*  +  2  |A|  |u),|  |s*|. 

‘»<*<u<U+j 

D’autre  part,  Texpression  X*H^AH+Xt  s’ecrit: 

XlHXAH^Xt  =  A'://;A//+Xa  +  <  Trace(i/;A//+£+S;) 

+  2j\lJ;AH+X,rdX,. 

D’ou 


sup  \x:h;ah+x,  -  x:h;ahm 

<*<*<“<<*+1 

<  £  Trace  (//;A//+E+E;) 

+  sup  k  r  X:HIAH+B+Xrdr 

+  sup  k  r  X;H‘^AII+Z+dUr  . 

<*<*<“<4+1  I 

Pour  £  suffisanient  petit,  nous  obtenons: 

P  (a+  n  (max  sup  \li{X,y  Ah{X,)  -  ylAyk\  >  0 

<  P  ^jsup  \X.f  >  O./sj j 


}) 


’’  ({o<&i  i“‘l  ^  ‘’4)  +  >  "-})  ’ 


+ 


avec  Oi,  02,  O3  et  0+  >  0  choisis  dc  fa^on  adequate.  On  s’interesse  a  chacun 
des  quatre  termes  de  droite  de  I’inegalite. 


1-42 


1*®**  terme;  D’apres  le  lemme  2.7,  il  existe  t/  >  0  tel  que 
E  ^expi;  |sup 


<  oo. 


Par  I’inegalite  de  Markov,  on  obtient  I’existence  de  ki  >  0,  ei  >  0,  tels  que 
Ve  e  (0,e,], 

p(|supiX,|^>(?,/£|j  (5.8) 

2ieme  terme:  On  pose  A/,  =  ['  X’JIlAH+E+dUs. 

Jo 


<  E  >  ^2/2}). 

fc=o  Vuu.u+,1  Jy 


Soit  Zt  =  explfiMi  -  f  (M)(},  p  €  R*.  Prennons  D’apres  le 

lemme  2.7,  le  processus  {Zt,  t  >  0}  est  une  .Ff-martingale  telle  que 

E{Zt)  =  1  V<  >  0. 


De  plus,  Vp  >  1,  il  existe  £p  >  0  tel  que  Ve  G  (0,£p),  {Z,IZt^ ,  s  G  [4(4+i)} 
est  une  .Fj-martingale  de  puissance  p  —  ieine  inlegrable. 

Pour  /:  =  0,  •  ■  •  ,m  -  1,  on  definit  Z*  =  ZJZt,^  et  I’evenement  Dk, 

Ok  =  {(A/),..,  -  (A/),.  >  9,^/2} 

On  remarque  que 


P{Dk)  <  P 


sup  |A%p  > 
l‘*i^+il 


2|//;A//tE+|»vf}) 


PW  < 


et  du  lemme  2.7,  on  obtient 


pour  un  certain  A:  >  0  et  £  assez  petit.  II  suffit  done  de  s’interesser  a  la 
probabilite  de  I’evenement  {sup[,^  |A/,  -  Mt^  \  >  O2/2}  n  Dl-  Or, 


p[\  sup 

<  P  sup 


d’apres  I’inegalite  de  Doob. 

En  choisissant  /i  =  —  on  montre  de  meme  que 

P  sup  ^  -(A/.  -  A/,J  >  <?2/2|  n  Dlj  < 

II  existe  done  k2  >  0,  £2  >  0,  tels  que  V£  6  (0,£o], 

P\l  max  sup  jA/u  -  A/,|  >  O2I )  < 


(5.9) 


•  <1 _ 

jieme  terme-  Qn  s’interesse  a  {maxo<ji:<m-i  ld)*P  >  ^3}.  Nous  savons 
que  les  variables  aleatoires  it>o, •  •  •  a  valours  dans  R"  sont  indepen- 

dantes  et  de  loi  commune  A^(0,£/„).  Le  lemrne  2.4  entraine  le  resultat 
suivant: 


p((  max  <  T2  ;n 


V  I.O<i<m-l 


(5.10) 


^ieme  terme: 

<  P  ({sup  IXI  >  +  P 

<  (5.11) 

avec  A;^  >  0  et  £  assez  petit,  d’apres  les  Icmines  2.7  et  2.4. 

Les  inegalites  (5.8),  (5.9),  (5.10)  et  (5.11)  pcrmetlent  de  conclure. 
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□ 

De  ce  resultat,  on  deduit  que  les  differences  \B^  —  R\  et  |Z/'  —  L\  sont  tres 
petites  avec  une  probabilite  proche  de  1. 

Lemme  5.8  >  0,  H  exisle  to,  ^  >  0  tels  que  Ve  €  (0,eo)» 

PiC^n{\R‘  -R\>0})  < 

□ 


Lemme  5.9  Vff  >  0,  il  existe  £o,  k  >  0  tels  que  Vs  6  (0,£o], 

P(C'*  n  {\L^  -L\>  0})  < 


□ 


On  choisit  arbitrairement  r  >  0  et  on  definit  les  evenements  suivants: 

=  C'(a,6)n{i?*  >r}, 

C‘/ia,b)  =  C''"(a,6)n{L' >0}, 

C‘Sia,b)  =  C'*’'(a,6)n{L*  <0}. 

Montrons  que  sur  C**’’,  la  statistique  L*  nous  permet  de  choisir  entre  “/!+” 
et  avec  une  probabilite  d’erreur  dependante  de  s,  r  et  6  -  a. 

Proposition  5.10  Soil  r  >  0,  II  existe  Sq  >  0,  ki  >  0,  ^2  >  0,  ^3  >  0  tels 
que  Ve  G  (0,£o]> 

P{A\nC^/)  < 


Preuve  On  demontre  la  premiere  inegalite: 


AX  n  CX'  c  {A.  n  c;-")  u  (/i_  u  A+y  n  C'. 


D’apres  le  theoreme  3.4,  il  suffit  de  s’interesser  a  revenement  A-  (1  C+’^.  II 
existe  f?  >  0  tel  que 


A.  n  C+’’  C 


A^n{R>r-0)n{L>0} 
u  A-r\{R>r -0}r){-0  <  L  <0} 
u  {C‘n{\R-ir\>0))[j(C‘n{\i-L^>0}) 
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On  conclut  en  utilisant  les  propositions  5. 5-5.6  ct  les  lemmes  5.8-5.9. 


□ 

Interessons  nous  au  terme  de  precision  R‘.  On  definit  une  fonction  6[o,|,)  : 
E.'*’  — » [0, 1{  de  la  fa^on  suivante: 

^(a.6l(x)  =  P  ^jinf  //+A'+p  <  x|  n  C‘ia,b)^  . 

La  fonction  ^[a,6)  est  croissante,  bornee  par  P{C‘{a,b))  et  il  existe  Cinj  >  0 
tel  que  Vx  €  (0,  c,„/],  on  a 

^(a.6){x)  =  0. 

En  eflfet,  sur  I’evenement  C^, 

|{A'/,u)|>c,  Vse[a,6]. 

Done,  d’apres  I’hypothese  {HD2)  et  le  fail  que  h{Au)  =  Au,  il  existe  c,„/  >  0 
tel  que 

inf  |r-‘(//+B+//;'  -  H+x+p  >  c.„;.  (5.12) 

(<».<>) 

On  note  que  c,„/  ne  depend  pas  de  I’intervalle  de  temps  [a,  6]. 

Lemme  5.11  Soil  r  >  0,  X  >  \,  U  existe  £o  >  0,  A:  >  0,  tels  que  Ve  €  (0,£o)) 

P({R‘  <  r}nC‘)  < 

Preuve  'iO  >  0,  on  a: 

{R‘  <r}nC^  c  ({[/?' -«[><?} nC'l  u  ({/?  <r  +  0}nC']. 

Rappelons  I’expression  de  /?, 

Ja 

D’apres  le  lemme  5.8, 

P{{\R^  -  R\>  0}nC^) 


1-46 


D’autre  part,  il  existe  0  =  0{X)  >  0  tel  que 


c  -  H^Xt)\Us> 

u  -//_B_i/:‘)//+A:+prf3  <  Arj  nc*. 

La  proposition  3.1  implique  que  pour  tout  <?  >  0,  la  probabilite  du  premier 
evenement  est  exponentiellement  faiblc  quand  e  est  petit.  Ainsi,  il  suffit  de 
s’interesser  a  la  probabilite 

P  ds  <  Arj  . 

On  conclut  en  remarquant  que 

P  (Ij^  -  H-B.uz')  HtXtfds  <  Arj  n  C'j 

<  />(|jnf|r-'(//+s+H;'-/;.B.tf:')//+;i-+l*<  nc‘j 


^  A>  ^ 
b  —  a , 


□ 


Remarque  5.12  Sur  C',  le  terme  de  precision  W  est  minore  avec  une  pro- 
babilite  proche  de  1,  par  r;„/  <  (6  —  a)c,„/  ,  c,„/  defini  en  (5.12). 

Dans  le  resultat  suivant,  on  met  en  evidence  que  le  choix  de  r  est  un 
compromis  entre  reduire  la  probabilite  d’erreur  du  test  et  maintenir  une 
probabilite  de  decision  assez  grande. 

Theoreme  5.13  Soil  A  >  I,  tq  >  0,  il  exisle  to  >  0,  >  0,  Itj  >  0,  >  0 

et  une  fonction  croissante  :  Dl'*'  -♦  IR,  tels  que'ir  g  (0,ro],  Ve  6  (0,£ol) 

Pi.AX\Cr)  <  + 
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Preuve  D’apres  la  proposition  5.10,  il  nous  reste  a  minorer  les  probabilites 
P(C+’^(a,  5))  et  P{C^^{a,b)).  Con.sidcrons  la  premiere: 


PiC‘/ia,b))  =  Pi{L‘  >  0}  n  C‘)  -  P{{i/  >0}nC‘n{Ji‘  <  r}). 

Le  lemme  5.11  implique  I’existence  de  ^  >  0  et  tie  £o  >  0  tels  que  Ve  6  (0,eo]j 

P{{L^  >  0}  n  C'  n  {R‘  <  r})  <  j  (5.13) 

D’autre  part,  par  un  raisonnement  similaire  a  celui  de  la  demonstration 
du  theoreme  3.4,  on  montre  qu’il  existe  P,  0  <  0  <  1,  tel  que 

P{{L‘  >0}nC‘)>  0.  (5.14) 

Les  inegalit^  (5.13)  et  (5.14)  impliquent: 


P(C^/ia,b))>0-b^,,,] 


On  definit  une  fonction  pja  j]  :  HI'*'  — ♦  fll: 


Ainsi,  nous  pouvons  deduire  qu’il  existe  £o  >  0  ct  tq  >  0  tels  que  Ve  G  (0,  £o) 
et  Vr  G  (0,  ro]. 


P{A‘4a,b)\Cr{a,b)) 


□ 


Remarque  5.14  Vx  >  0, 


pfo.6j(^)  ^  P\a,b\ 


1 

0  — 
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Remarque  5.15  Lorsquc  e  —►  0,  les  probabilites  d’erreur  ne  convergent 
plus  vers  zero  comme  sous  I’hypothcsc  {II D\),  mais  vers  la  quantite 


Le  facteur  ^  correspond  a  I’inverse  de  la  probabilite  de  prendre  une 

r 

decision  sur  Tintervalle  [a, 6],  il  est  petit  quand  le  rapport  - - est  petit.  Le 

b  —  a 

second  facteur  est  lie  a  la  probabilite  d’erreur  du  test,  il  tend  vers  zero  lorsque 
r  tend  vers  +oo.  Ainsi,  ce  test  nc  pourra  decider  correctement  que  sur  des 
intervalles  de  monotonie  suffisament  longs.  Ceci  est  la  difference  majeure 
entre  la  situation  sous  (HDl)  et  sous  {HD2). 

Procedure  du  test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  accroisse- 
ments  de  Pobservation: 

Comme  dans  le  test  de  la  variation  quadratique,  nous  introduisons  r,,  le 
temps  a  partir  duquel  nous  pouvons  prendre  une  decision  pour  une  proba¬ 
bilite  d’erreur  donnee. 

Soit  Ti,  a  <  Ti  <  b.  Sur  C^{a,b)  :  apres  un  certain  temps  qui  peut 
etre  aleatoire,  Tj  -  a,  on  decide  entre  /l+(a,6)  et  A.{a,b)  d’apres  le  signe 
de  la  statistique  L(a,ri)  calculee  a  partir  des  observations  recueillies  durant 
I’intervalle  de  temps  fa,  rj).  Cette  procedure  se  resume  de  la  fagon  suivante: 

On  definit  deux  nouveaux  cvcnements  tests: 

QVia,b)  =  C^a,h)nC‘/{a,T,), 

Qr{a,b)  =  C'(a,^»)nCl-^(a,r,). 

Corollaire  5.16  Soit  A  >  1,  tq  >  0,  »7  existe  cq  >  0,  >  0,  k2  >  0,  kj  >  0 

et  une  fonclion  croissante  :  III'*'  -♦  IR  tcls  qiie  Vr  G  (0,  tq),  Ve  G  (0,£o]> 

P{A%(a,b)\Qr(a,b))  < 

P{A’.(a,b)\Q"(a.b))  <  + '’k>l  f;;^) 
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Preuve  Demontrons  la  premiere  inegalite; 


A%ia,b)nQYia,b)  C  A\ia,Tr)  nC‘/ia,n) 

U  A+{a,Ti)nA%{a,b)nC‘{a,b). 

L’inclusion  suivante 

/i+(a,ri)n/i;(a,6)nC>,6)  C  ( /t+(a,6)  U /l_(a,  6)  )=  D  C'(a,  6), 

le  thwreme  3.4  et  la  proposition  5.10  impliquent 

P(A;(a,6)n(9‘/(a,6))  (5.15) 

avec  ki  >  0,  Arj  >  0,  Ara  >  0  et  e  assez  petit. 

De  meme  que  pour  le  th^reme  5.13,  on  termine  la  demonstration  a  I’aide 
du  lemme  5.11. 

□ 

Remarque  5.17  Ce  test  a  ete  mis  en  oeuvre  sous  la  forme  sequentielle  dans 
le  chapitre  II.  Le  temps  rj  est  considere  comme  un  temps  d’arret.  Contraire- 
ment  a  ce  que  I’etude  precedente  laisse  sous  entendre,  nous  ne  cumulerons 
pas  la  statistique  //  jusqu’a  ce  que  R{a,Ti)  >  r  avec  r  determine  pour  une 
probabilite  d’erreur  donnee,  mais  nous  determinerons  des  bornes  l\  >  0, 
I2  >  0,  qui  permettront  de  prendre  une  decision  des  que  L*(a,r])  <  — /j  ou 
L*(a,r,)  >  I2. 
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6 


Le  test  du  rapport  de  vraisemblance  sur 
les  sorties  des  filtres  de  Kalman-Bucy 


Dans  ce  paragraphe,  nous  prcsentons  un  test  pour  decider  sur  I’evenement 
C',  entre  et  “j4_”  a  partir  des  sorties  Xf  ct  A’f  des  deux  filtres  de 

Kalman-Bucy,  {FK+)  et  {FK-).  Si  nous  savons  que  {Xt ,  ti)  est  difierent  de 
zero  sur  I’intervalle  (a,  6],  avec  une  probabilite  proche  de  1,  on  pent  supposer 
qu’au  bout  d’un  certain  temps  d  —  a,  avec  a  <  d  <  b,  si  {Xi ,  u)  >  0 
(resp.(J^<,  u)  <  0)  la  loi  conditionnelle  de  A",  sacliant  y,  est  proche  de  la 
loi  gaussienne  N{X;^,  ),  (resp.A'(AV,  F^))-  On  construit  une  statistique 

de  test  L‘  du  type  rapport  de  vraisemblance,  faisant  intervenir  X^  et  Xf . 
Sous  Tune  des  hypotheses  suivantes: 


(flDl)  |//+A'+ -/y_A'-|>(9(l) 


ou 


(JID2) 


|//,,A+-//_A'-|<0(£) 

<  et 

.  ker{//_y?+//;'  -  ILD.II:^}  C  Xu- 


On  montre  que  !e  signe  de  cettc  statistique  nous  permet  de  choisir  entre 
et  Evidemnient,  comme  noin  Tavons  vu  prec(kleminent,  la  qualite  du 

test  n’est  pas  la  meme  dans  les  situations  du  type  (1)  et  (2).  Sous  (//Dl), 
la  probabilite  d’erreur  est  exponeniiellemcnt  faible  lorsque  t  est  petit.  Sous 
{HD2),  la  probabilite  d’erreur  dcf>cnd  dc  c  el  de  la  longueur  de  I’intcrvalle 
de  temps  [a,  6]. 

Ce  test  a  etc  propose  dans  (6  ,  unicpiement  dans  le  cas  oir  I’hypothese 
(HDl)  est  verifiee.  Contrairemcri  a  ce  qui  a  ete  fait  dans  cet  article,  nous 
allons  justifier  ce  test  independarnment  des  rcsultats  des  tests  precedents, 
dans  un  cadre  plus  generad.  La  principalc  difficullc  reside  dans  le  fait  que 
le  coefficient  de  diffusion  n’est  puis  suppo.se  constant  comme  dans  [6j,  mais 
constant  par  morceaux. 

Etudions  tout  d’abord  le  li-.n  entre  les  hypotheses  {II D\)-{H D2)  et  les 
hypotheses  {II Di)-{II D2). 


Lemme  6.1 

•  L’hypothesc  {H D\)  implique  {II D\). 
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•  Si  les  matrices  H+G+  el  H-G-  sont  symctriques,  I’hypothese  {HD2) 
implique  {HD2). 


Preuve  D’apres  [’equation  (2.11),  on  note  que 

>  1|//+E+|-|//_£_||  +  0(£). 

Done  sous  {HDl),  \H+K+  -  //-/Cl  >  C?(l). 

Sous  [’hypothec  {HD2),  on  a  d’apres  (2.1 1): 

+  c\rii; 

=  +  c^)(iiiiix  +  G+)-//:.  (6.1) 

La  symetrie  des  matrices  H+G+  et  ll^G-  entraine  celle  des  matrices 
+  G+)  et  //_(/i- //:  +  G-).  L’egalite  (6.1)  s’ecrit 

+  c*)p  =  [//-(/!-//:  +  G.)f. 

D’autre  part,  sachant  que  ces  matrices  sont  stables  (Cf.  remarque  2.2).  on 
en  deduit  qu’elles  sont  cgales  ct  que 


□ 

Remarque  6.2  L’hypothrae  de  symetrie  des  matrices  fI+G+  ct  H^G-  est 
evidemment  verifiee  dans  Ic  cas  n  =  1  et  dans  le  cas  d’independance  des 
bruits  de  dynamique  et  d’observation. 

Presentons  un  cas  ou  I’hypothese  {H Dl)  est  verifiee  alors  que  {HDl)  nc 
Test  pas. 

Exemple  6.3 

//  =  //+  =  //_  =  = 

E  =  E+  =  E_  F.  =  In  G.  =  0 

avec  la  matrice  //  non  .symetrique. 
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On  verifie  que 


//+E+s;//;  =  //_E_si//: 

et  on  pose 

HKt,  =  ///e+//*  +  ^//+o(£) 

HK.  =  IIRZ,fr +  o{e). 

Vu  que  la  matrice  HR^H'  est  symetrique  et  que  H  ne  Test  pas,  on  ne 
peut  avoir  egalite  entre  les  deux  matrices  H R'^IR  +  -^H  et  HR^H‘.  Ces 
matrices  ne  dependant  pas  de  e,  on  a  done 

|//+/C-//_/v- 1  =  0(1). 

II  est  done  important  de  noter  qu’i!  existe  des  cas  ou  le  test  de  la  variation 
quadratique  ne  peut  etre  applique  mais  par  le  test  du  rapport  de  vraisem- 
blance  sur  les  sorties  des  filtres  de  Kalman- Bucy  nous  pouvons  decider  entre 
“y4+”  et  “y4_”  avec  une  probabilite  d’erreur  exponentiellement  faible  pour  e 
petit. 

O 

Donnons  I’idee  generale  de  ce  test.  On  definit  sur  la  loi  P  sous 

laquelle  le  processus  {Yt/e ,  /  >  0)  est  un  .Frprocessus  de  Wiener  standard: 

Intfoduisons  les  notations  suivantes: 

/.+  =  l^X^, 
h;  =  //_A7, 
in  = 

Soit  0  <  a  <  d  <  b.  On  introduit  les  decompositions  suivantes,  pour  t  6  (d,  6]: 

dY,  =  htdl-^sdu;^ 
dYi  =  h~dl-^edUf 


dp 

dP 
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avec  {a;,'*'  —  wj" ;  cf  <  f  <  6}  (resp.  {wf  —  wj  ;  c/  <  /  <  6}  )  un  procesbus  de 

0  0  o 

Wiener  standard  sous  la  loi  P"*"  (resp.  P~).  On  definit  les  probabilites  P'*’ 

O 

et  P~  sur  (0.,^)  en  utilisant  le  Icmme  2.8  et  le  theoreme  de  Girsanov: 


Ainsi,  nous  obtenons  la  statistique  : 

0 

i-  =  In  ^  =  4  -  K  m  ^  I*;"  I’  -  l*r  P)  *■  (6-2) 

J  p-  £  Jd  Jd 

On  pose 

A7  =  (A4,ti}, 

.Y/-+  =  sup(0,A7), 

Xl’-  =  sup(0,-A7). 

Re^rivons  le  systeme  (2.-3): 

dXt  =  [l^x}>Q}B+Xt  +  l{x}<o}B-Xt]dl 

^  +  l[x}>o)iF'^dV,  +  0\dW,)  +  -f  (7_dli4), 

,  dYt  =  +  l{A''<o}/^- A{j +cdU‘'c 

(6.3) 

Nous  nous  inspirons  de  cctte  decomposition  pour  inlroduire  deux  proces¬ 
sus  intermediaires  {M^ ;  t  >  0}  et  {M(~ :  t  >0}.  Par  un  changemenl  de 
probabilite,  nous  construisons  un  probicme  de  filtrage  iineaire  ou  le  proces¬ 
sus  {M*  ;  t  >  0},  respcctivenient  {Mi' :  /  >  0},  cst  le  processus  a  estimer  et 
{i4  ;  t  >  0}  le  processus  observe. 

Interessons  nous  au  cas  positif.  D'apie.s  ia  formule  d’llo-Tanaka.  on  a: 


dxr  = 

+  G'+dWt .  u)  +  ]^dL\ 


1-.5'1 


(6.4) 


avec  {L“ ;  <  >  0}  le  processus  temps  local  en  zero  de  la  semi-martingale  reelle 
{A7  >  0}.  L’egalite  (6.4)  se  reecrit; 

rfX,''*  ti)dl  +  {FtdV,  +  C+rfH'i,  u) 

-  +  G+'W. ,  “)  + 

Soit  0  <  a  <  d  <  6,  on  introduit  un  processus  {Xi  ;  t  >  0}  verifiant 
{Xt ,  u)  =  ,  V<  >  a; 

'  dXt  =  l{;f..+^o)J3+AV<  +  /<\dV;-i-G+<iW^, 

.  — l^jf»,+  _Q}[F+dVt  -h  G^-dVKt]  -f  \dL^  u,  t  >  a, 

.  A?  =  At,  ‘i<a. 

En  remarquant  que 


B+X^  — /i+Q(A,  ~ 


on  obtient: 


dA+  =  B+X+di~B^Q{X^ 

+I'\dVi  +  G\dWt 

+  Ci’+‘‘5Ktj  +  <  >  a. 

On  decompose  A,'*'  dc  la  fa<;on  siiivaiUc: 


ou 


{A'l^  ;  (!  >  0}  <Jst  le  processus  defini  par 

f  c/M+  =  B^M^dt  +  -  >’?  •!■  +  F+dVt  +  G+dWt,  t  >  «, 

1 


Xi,  t  <  a. 


(6.5) 


tA?  =  jT  b^Q(x;  ~ 


i-55 


ftVa  flVa 

•  V?“  =  F+  +  G+  l^j^.i,+  _pj</iy,. 

•  <f>t  =  -  Ll)u. 

Considerons  le  systeme  suivant,  'it  >  a: 

'  dMt  =  [B+M+  +  -  <^?  +  r]  dt  +  F+dVt  +  G+dWt, 

dYt  =  + //+(— 0“  —  <^f  +  (^“)  +  di  +  edVKj. 

(6.6) 

On  pose 

a\  =  F;'(i?+(0r+9?-0r)-jG'+/?,),  (6.7) 

A  =  + v’?  -  (6.8) 

et  on  definit  le*.  processus  (K"'',  /  >  0}  ct  {IV,'*’,  <  >  0}  de  la  maniere 
suivante: 

V'/  ==  K-/  o\ds, 

Ja 

=  II',  -  -  / 

£  Ja 


U<Vo  I  /•(Vo 

1  /fVtt  1 

-2/  '“'>  ''’-5^/ 


Le  lemmc  2.7,  la  majoration  (.3.9)  du  moment  cxpoiienliel  du  processus  temps 
local  sur  [0,T]  et  I’inegalitc*  de  Cauchy- Schwartz  impliciucnt 

E  (expc(|a'p  +  lA/^h)  <  +OC,  y/  e  (0.  /'j,  pour  un  certain  c  >  0, 

done  E(Zt}  =  I ,  i  >  0.  On  pent  alors  definir  la  loi  de  probabilite  P"*"  sur 
(0,-^6)  par 

dP+ 


telle  que  {( V  ,  I'Kp)  i  0  <  ^  <  i*}  cst  un  /•’'‘■-processus  do  Wiener  standard  a 
valeurs  dans  III^".  On  note  que  P'*'  depend  de  s. 
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Remarque  6.4  Les  restrictions  de  P  et  P"*"  a  (ft,  P‘0)  coincident,  et 


VDc4+(a,6),  P(D)  =  P+(P). 


Pour  t  >  a,  le  systeme  (6.6)  s’ecrit: 

j  (IM^  =  B+Mtdt  +  F+dVt+ +  G+dW;^, 

\  dYi  =  H+Mtdt  +  ediVt-^. 

On  introduit  la  decomposition  suivante: 

dYt  =  H+M+dt  +  £  ,  (6.9) 

ou  =  E+iM^\yt)  et  =  iV^^  +  fo  P+(M,^  -  A//)ds.  Le  j>rocc:<sus 
{tDj*" ;  0  <  t  <  6}  est  un  p)- processus  de  Wiener  standard,  dit  proc,essij.s 
d’innovation  sous  la  loi  P'*'.  En  utiiisant  (6.9),  on  donne  une  autre  expression 
de  la  statistique  //  definie  en  (6.2)  : 

+  4;  f\k  -  (6.10) 

£  '*  Jd 

avec 

K  =  ‘  /'(*r  -  k)<ik- 

C  Jd 

De  la  mcme  fa(;on  cjue  nous  avons  defini  la  prob.abiiite  P+,  on  definit  la 
probabilite  P'  sur  (ft, P'6).  La  statistique  de  test  s’ccrit  : 


r< 

kJ 


-t{;V-),  .(.  ,V,- 

C.  dd 


(6.11) 


avec 


et  {d’j~  ,  0  <(</>}  C3t  un  procc.ssu.s  de  Wiener  standard  sous  la  loi  P“. 


Remarque  6.5  (A^+)6  =  {N~)b. 


Montrons  que  sur  I’evenemcnt  C'(a,6),  la  statistique  de  test  permet 
de  choisir  entre  les  deux  alternatives  et  “/l_(a,6)”.  Nous  con- 

sidererons  le  “cas  positif”,  le  “cas  negatif”  etant  similaire. 

Premierement,  on  s’interesse  a  la  dilTerence  \M^  —  A'/"!  sur  I’intervalle 
de  temps  [e,6],  avec  0<a<e<d<b.  On  remarque  que  sur  i4+(a,6),  les 
processus  ;  <  >  e}  et  {M^ ;  t  >  e}  sont  solutions  du  meme  probleme 
de  filtrage  lineaire  avec  des  conditions  initiales  difFerentes.  La  loi  initiale 
du  second  n’est  pas  gaussienne,  mais  pour  e  petit,  le  filtre  etant  a  memoire 
courte,  il  est  pratiquement  insensible  a  la  loi  initiale  a  partir  d’un  instant 
e  >  a. 

Lemme  6.6  Soil  0<a<e<d<b, 

W  >  0,  fi  >  0,  q  >  I,  il  exisle  >  0,  >  0  tels  que  Ve  G  (0,£,,;il, 

P  \M^  -  A+l’  dt  >  n  /l+(a,6)j  < 


Preuve  Soit  =  (t{Ys  —  u  <  s  <  t),  t  >  premierement  nous  mon¬ 
trons  que  sous  la  loi  ,  les  tribus  34  et  sont  conditionnellement 

iadependanles  sachant  cr{M^)  pour  I  >  a.  On  rappelle  que  =  Xq.  Il  est 
clair  qu’il  est  suffisant  de  montrer  que 

<t(  Xo,  K,  3<a)  cri  .V,.,  14  -  14.  IV,  -  s>a). 

En  utilisant  {’implication  suivante: 

soit  les  tribus  G,  Hy  ki  p  V  Q  P  ±g  Q  \/  ’H, 

el  le  fait  que 

I'i  -  K-K  -  U4.  s  >  ■.;  )  ±  a(  Ao.  A4,  14, 114,  ^  <a  ), 

on  oblicnt  rindepetidance  coiidUionr.olic  cicmandee.  Nous  en  deduisons  les 
ftgalites  suivantes; 

/V/,+  =  En';U+!>l} 

E+ {£•+(.<  I  V,) 

=  E+(E-^(.1/;!>7.A4)  i  >;).  (6.12) 


Soil  Ma,t  ~  13^,  A’a),  Ma,t  ^st  la  softic  du  filtre  de  Kalman  suivant: 

’  dM+  =  B+A/+ +  !(<?+  +  ^-RyiDm  - 

Ml,  =  X,, 

'  ^  =  f'+f;  +  {B+-iC^./4X,  +  <,(B,.-lG+//+r  (6->3) 

.  =  0. 

On  pose  Kt,t  =  G+  +  D’apres  (2.7),  il  existe  A:  >  0  tel  que 

\K,t  -  ,  pour  t  e  [e,6].  (6.14) 

Les  egalites  (6.13)  et  (2.12)  impliquent: 

fd(je+-M+,)  =  + 

\  =  X:~X\. 

(6.15) 

Vu  que  la  matrice  A  =  eB+  ~  I(^H+  est  stable,  en  utilisant  (6.14)  et  (6.15), 
on  montre  que  pour  9  >  1,  t  >  e,  il  existe  >  0,  t/,  >  0,  e,  >  0  tels  que 
Ve  €  (0,£o)) 

E+|;e+  -  A/+ r  <  u,il  +  E+|A'ar  +  E+|A+ne-V*. 

Sous  les  lois  P  et  P"*",  les  vecteurs  A^o  et  ont  tous  leurs  moments  finis 
d’apres  le  lemme  2.7, 

E+|A',|’  =  E|A„|’  <  +c», 

E+|A'+|’  =  P|A';|’<+oo. 

On  en  deduit 

-  AV+ I'  <  a, 

pour  t  >  e  et  un  certain  o,  >  0.  D’apres  (6.12)  et  I’inegalite  de  Jensen,  on 
a,  pour  i  >  e: 

E*|A-+-M+r  =  E+((E*(|.\?-M*II  J,))’) 

<  E*|A'*-A7il' 

<  (6.16) 
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Par  le  theoreme  de  Fubini,  on  obtient 

E+  <  ft, (6  -  (6.17) 

L’inegalite  de  Markov  et  la  reinarque  6.4  nous  permettent  de  conclure. 

O 

Interessons  nous  au  terme  de  precision. 

Lemme  6.7  Soil  0<a<e<d<b, 

Sous  {HDl):  il  existe  r‘„y  <  0,  £o  >  0.  ^'  >  0  tels  que  Ve  G  (0,eo]) 

Sous  {HD2):  il  existe  >  Q,  Eq  >  0,  k  >  0  tels  que  Ve  6  (0,eo], 

^  ({?/  “  k\‘  <  d/j  l~> 

Preuve  On  pose  Zt  —■  Jif  —  Af.  D’apres  le  theoreme  3.4,  il  suffit  de  con- 
siderer  les  termes  de  precision  sur  I’evenement  C‘{a,  b)  D  (/l_(a,  6)U/l+(a,  6)). 
Nous  raisonnons  sur  C^(a,h)  D  A+(a.,b),  la  demonstration  etant  similaire  sur 

a*(a,6)n/l_(a,6). 

(///+;;+  =  //+/i+A7di  +  i//+A'+(f/y; -/z+x+do, 

d/Z_ X-  =  IL  B. x; (It  +  \ IL  A' -  {(IY,-IL X,- dt ) . 

En  utilisant  la  decomposition  suivante 

dYi  =  II+M*dl  4  e(D+  ,  I  >  a.  (6.18) 

on  obtient 

dZt  =  j  A  Z,d<  4-  ( IL  13+  III '  -  dt 

+  -  //-/>•;)(//+.«,+  -  //.,v,*)rfi 

+  (//+/C-H.A;),D+,  (6.19) 

avec  A  =  elLB^IL^  —  //_/v^,,  matrice  stable  pour  e  a.ssez  petit.  (Voir  la 
remarque  2.2). 


Sous  (HDl):  On  decompose  Zt  de  la  maniere  suivante: 

Zt = 


dZp)  =  ^-\zi^Ut  +  {H^K^-H-KZ>)dCjr, 


I  dZi^^  =  h 
\  zi‘)  =  0. 


{dZ}^^  =  iA^Pdf  +  -  H.B.Hz^)H^Xt  dt 

+  i(//+A'+  -  H.I<-)iH^Mt  -  H^Xt)  dt 

=  2.. 

Montrons  que  Zj^^  est  de  faible  contribution: 

z^l  <  - h.b.h:^)h+xUs 

+  i  t  eW‘-\H^Kl-  H.I<Z,){H^Mt  -  H^Xt)d,  . 

£  Je 

La  stabilite  de  la  matrice  A  entraine  que  le  1'"  terme  est  exponentiellement 
petit  pour  t  >d,et  du  lemme  2.8,  on  deduit  que  le  second  est  au  plus  d’ordre 
0(e).  Interessons  nous  au  dernier  terme.  On  note 

^,  =  i  f  -  H^Xt)ds. 

c  Jc 

Les  inegalites  de  Cauchy-Schwartz  et  de  Jensen  impliquent: 

<  -  fwt-xtUs. 

c  Je 

Du  lemme  6.6,  on  conclut  que  'iO  >  0,  i!  existe  /:  >  0,  eo  >  0  tels  que 
Ve  €  (0,eo], 

P  ^|-sup  n  >44.(0, 6)^  < 


Considerons 


^(0  =  _  i/_/C)dw+. 

Pour  completer  la  demonstration  sous  Phypothese  (HDl),  montrons  qu’il 
existe  rt  >0,  k  —  k{ri)  >  0,  £o  =  £o(>'i)  >  0  tels  que  Ve  G  (0,eo], 

"({? 

Le  processus  i  ^  >  e}  verifie  I’equation  differentielle  stochastique 
suivante: 

=  0. 

La  matrice  A  etant  stable,  il  existe  une  solution  unique  FI,  II  =  11*  >  0, 
de  I’equation  matricielle: 


dt  <  r,  I  n  A+(a,  6)^  < 


(6.20) 


A*n  +  nA  =  -I„. 


(6.21) 


D’apres  la  formule  d’lto  et  I’equation  (6.21),  on  a: 

+(i.-rf);iii(/;+;C-//-/C)f 

avec 

N,  =  2^'zl‘>-n(//+/C  - 

On  remarquc  que  sous  (HDl),  il  existe  fi  >  0  tel  que 

(6-<;)|ii5(//*/C-//-;c)f  >r,. 

Prennons  rj  =  Pour  obtenir  (6.20),  ctablissons  que  V<?  >  0,  on  a: 

P  ({|  -  +  Nt  -  A'<i!  >  <?}  n  ..44a,6))  < 
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p  ({|  -  +  Nb-  N,\  >  0}  n  A+ia,b)) 

pf||JV.-JV.|>  j|n/l+(a,4)^ 


De  la  meme  fagon  qui  n .'us  avons  obtenu  la  majoration  (3.8)  dans  la  demons¬ 
tration  de  la  proposition  3.1,  on  montre  que 


<e--, 


pour  un  certain  1:  >  0  et  £  suffisament  petit. 

Interessons  nous  a  la  probabilite 

Soit  I’evenement  D  =  {{N)k  -  {N)d  >  ^}.  D’apres  (6.22), 

P{DnA+{a,b))  < 

On  considere  done  la  probabilite  de  I’evenement 

m-Nd\>^^}nA^{a,b)nD^. 

On  introduit  la  P'''-martingale  e.xponenlielle 

//,  =  exp  -  N,)  -  ^((N),  -  (A')j)| . 

L’inegalite  de  Doob  et  le  fait  que  E'^(//6)  =  1  impiiquent 


P^A^6-/V,>-|n/4(a,6)nP‘ 

<  P+ ({//(,> 


(6.22) 


De  meme,  on  demontre  que 


P  (j-AT*  +  iV,  >  n  A^ia,  b)  n  ^ 


Ainsi  dans  la  situation  ou  I’hypoth^e  (HDl)  est  satisfaite,  nous  pouvons 
conclure. 

Sous  {HD2):  On  decompose  Zt  de  la  maniere  suivante: 

Zt  = 


[  dZ\^^  = 

\  =  0, 


’dzr>  =  iAZp)d<  +  i(//+A'+ -//_A'-)(7/+M+-//+X+)dt 

+(ff^/C-//.K-)dd,r, 

.  zp  =  Z,. 

Montrons  que  Z^^  est  de  faible  contribution: 


|ZP)|  <  .  IZel 

+  11  f  -  Xt)ds 

|£  Je 

La  stabilite  de  la  matrice  A  et  le  lemme  6.6  nous  permettent  de  negliger  les 
deux  premiers  termes  de  droite  de  I’inegalite.  Interessons  nous  au  troisieme. 
On  pose 

=  J'  -  ll.K-Jiit, 

oil  H+K^  —  est  d’ordre  0(e)  sous  [H D2).  A  I’aide  du  raisonnement 

qui  nous  a  permis  d’etablir  I’inegalite  (3.8)  et  la  remarque  6.4,  on  montre 
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pour  £  suffisament  petit. 

Considerons  On  pose  D  =  -  H-B.HzK 

En  integrant  par  parties  et  en  utilisant  la  d^omposition  (6.18),  on  obtient 

=  -£\-^DH+X^  +  £A-*e^'^<‘-*)D//+X+ 

+  £A-‘  e**<‘-*JZ)//+5+X+ds 

+  eA-‘  J‘  -  X+)ds 

+  £A-‘ j^'e«^<‘-^)Z)//+/v  +  dw+.  (6.23) 

SI  on  note  Tj  les  quatre  derniers  termes  de  (6.23),  on  montre  par  des  raison- 
nements  similaires  a  ceux  qui  precedent,  que  >  0,  3k  >  0,  eo  >  0  tels  que 
V£  €  (0,£o) 

P  (l^sup  \zf  ><?|  n  /l+(a,6)j  < 

Le  premier  terme  est  done  preponderant.  Pour  conclure  sous  (//Z?2),  mon- 
trons  que  sur  C*(a,6),  il  existe  r2  >  0  tel  que 

|£A-‘D//+A7|'dt  >  r2  (6.24) 

Sur  C*(a,  6),  on  sail  que  |(A',^  ,  «)|  >  c,  V<  €  \a,  6].  Done,  d’apres  I’hypothese 

{HD2)  et  le  fait  que  /i(Au)  =  A„.  il  existe  c,„/  >  0  tel  que 

inflA-'D/Z+.V+f  >c.„/.  (6.25) 

D’oii,  si  nous  prennons  <  {b  —  d)c,„f,  la  minoration  (6.24)  est  verifiee. 

□ 
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Remarque  6.8  La  difference  cruciale  entre  les  deux  situations  apparait  dans 
ce  lenune.  Sur  C*,  avec  une  probabilite  proche  de  1,  le  terme  de  precision 
?  Id  ~  ^7  niinore  par: 

•  ’'in/A  sous  (HDl) 


•  rlj  sous  {HD2). 


Remarque  6.9  <  ^2  <  (6  —  d)cinj  avec  c,„/  defini  en  (6.25). 

Sous  I’hypothese  {HD2),  on  definit  une  fonction  croissante  5(o,6): 

-»[0,1[,  (6.26) 

Vx  >  0 ,  ^  |A~‘D//+A7|^  <  x|  n  C‘ia,  6)j  .  (6.27) 

D’apres  (6.25),  il  existe  c,„y  >  0  tel  que 

Vi  6  [O.Cin/],  ^[a,6l(2:)  =  0. 

On  montre  le  resultat  suivant: 

Lemme  6.10  Soil  0  <  a  <  d  <  b,  r  >  0,  A>1. 

Sous  {HD2):  il  existe  Co  >0,  k  >  0  tels  que  Ve  €  (0,£o), 

^  ({?/!**  ■  ‘''I’*  ^  s  4.*i  (j-^)  + 

Preuve  D’apres  la  demonstration  du  lemme  precedent  dans  la  situation 
{HD2),  il  suffit  de  s’interesser  a 

P  (^I^^J^\eA-^DII+X;\^dt  <  Arj  nC'(a,fe)j 

En  utilisant  la  definition  (6.27)  de  la  fonction  6[o.j,),  on  conclut  par  les 
inegalites  suivantes: 

P  J^\e A-' DIl^X;\\[l  <  Arj  nC*(a,6) 

•‘I  • 


<  ^(a 
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□ 


Sous  I’hypothfee  (IJlDl),  on  a  le  resultat  suivant: 

Theoreme  6.11  Soil  0  <  a  <  d  <  b. 

Sous  {TTDl),  il  existe  £o  >  0,  k  >  0,  tels  que  V£  €  (0,eo]> 

PiAlia^b)  I  {L‘  >  0}  nC‘(a,6))  < 

P{At{a,b)  I  {t  <  0}  nC'(a,6))  < 


Preuve  On  demontre  la  premiere  inegalite: 

/i;  n  {Z  >  0}  n  C‘ia,  b)  c  p+  u  /i- r  n  C‘]  u  [/i-  n  C'  n  {Z'  >  o}  n  C']. 

Le  theoreme  3.4  implique 

PiiA+UA-YnC‘) 

D’apres  (6.11),  sur  I’evenement  /!_,  la  statistique  Z'  s’ecrit 

i'=  -  5('v)»  +  -'vr 

+  KfCK  -ktH-K  -H-X:)dt.  (6.28) 

c  Jd 

ou  le  processus  {iVf  ,  <  >  0}  est  une  martingale  definie  comme  il  suit 

n;  =  '-l\k  -k)dc^r- 

c 

Les  lemmes  6.6  el  6.7  dans  le  “cas  ncgatif”,  nous  indiquent  que  le  dernier 
terme  de  I’expression  (6.28)  est  negligeable  devanl  le  premier.  En  intro- 
duisant  une  martingale  exponcntielle  et  en  ulilisant  le  lemme  6.7,  on  obtient 
facilement  le  resultat.  (Voir  (4j(Ui5.4j). 

□ 

Soit  r  >  0  choisi,  on  dcfinit  Ics  eveneinenls  suivants: 


'^dt  >  r 

ClY{a,b)  =  C’-'-7«,6)n{Z' >0} 

Cl'>,6)  =  C'-"(«.6)n{Z"  <0} 
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Proposition  6.12  Soil  0  <  a  <  d  <  b,  r  >  0. 

Sous  (HD2),  il  existe  Cq  >  0,  k  >  0,  Ids  que  Ve  6  (0,eo); 

P{Al{a,b)nC‘/ia,b))  <  + 

Preuve  On  considere  la  seconde  incgalitc.  D’apres  le  theoreme  3.4,  nous 
considerons  uniquement  la  probabilite 

PiA4a,b)nC‘fia,b)). 

D’apr^  (6.10),  Sur  I’evenement  A+,  la  statislique  s’ecrit: 

i‘  =  +  Nt 

+  i  tCK  -  -  H^Xt)dl, 

H  C"  Jd 

avec 

1^7  =  T  -  k)dd^'t- 

t  Jd 

La  somme  des  deux  derniers  tennes  est  minoree  par  la  variable  alcatoire  Z, 

z  =  i(Af+),  -  JjM*  _  .vn'rf,,. 

Montrons  que  la  variable  Z  est  strictemcnt  positive  avec  uiie  probabilite 
proche  de  1 .  >  0, 

P({Z<0)n/ttnC')  <  p((i(.v+),<(?|nC') 

+P  {{^^7''*  -  2  '■**) 

On  applique  ic  lemi.ne  6.7  au  premier  terijic  en  choisis.sanl  0  >  On 

utilise  le  lemme  6.6  pour  majorer  le  second  lenne  et  on  obtient 

P{  {/■  <  0}  n  .4+  n  C')  < 


I-GS 


pour  £  suffisament  petit.  Considerons  les  deux  premiers  termes  de  la  statis- 
tique  Z*.  On  doit  estimer  la  C)”,antite 

p(^A^.n  +  ~{N)y  <  o|  n  {(iv)i  >  r}) . 

Par  le  lemme  2.8,  on  .sail  que  V/i  €  HI, 

E+(exp{/iyVi-/tV2(/V)4)  =  l- 

Sur  A+  n  {{N)it  >  r},  si  /i  <  0,  on  a  la  minoration  suivante: 

En  prennant  /i  =  — on  obtient 

p{A+n{L‘  <o}n{{K),>r}) 

<  P'^  ^exp  <  e~5?. 


Montrons  le  theoreme  suivanl: 

Theoreme  6.13  Soil  0  <  a  <  d  <  b,  A>1,  ro>0. 

Sous  \  HD2),  il  exislc  k,  £o  >  0,  une  fo'.iciioii  croissante  :  IR"^  III 
tels  que  Vr  G  (0,ro],  Ve  €  (0,£o)^ 


P{A%{a,b)\C^-(aM)  <  pf„,i  e-3^^ 

P(/ll(a,4)  |C"(«.6))  <  e-*', 

Preuve  D’apres  la  proposition  6.12,  il  nous  reste  a  tniriorer  les  proba- 
bilites  P(Cl'’^(a,6))  et  P{C[f  {a,b)).  La  demonstration  est  similaire  a  cello 
du  theoreme  5.13.  La  fonction  :  III'*'  — >  IR,  rst  definie  par 


P(a.6](^)  - 


P  -  '5(o.6i(a;)  -  e 


(6.29) 


A  ( 

ou  la  fonction  5[o,(,)  :  IR'*'  -♦  (0, 1[  est  donnee  par  (6.27). 
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Remarque  6.14 


V®  >  0,  ^  ^  e-fc/,/?- 

Comme  le  test  presente  dans  le  paragraphe  5,  sons  {HD2)\  ce  tost  ne 
pourra  decider  “correcterrient”  du  signe  de  {Xt ,  u)  que  sur  des  intervalles  de 
monotonie  suffisament  longs.  (Voir  la  remarque  5.15  ). 

Procedure  du  test  du  rapport  de  vraisemhlance  sur  les  sorties  des 
filtres  de  Kalman-Bucy: 

De  merne  que  pour  les  tests  precedents,  on  introduit  Tj,  a  <  d  <.  Ti-  <  6,  le 
temps  a  partir  duquel  le  test  pent  prendre  une  decision  pour  une  probabilite 
d’erreur  donnec.  On  defi'nit  respectivement  sous  {HDl)  et  sous  {HD2)  deux 
nouveaux  evenements  tests  : 

•  Sous  (i/Dl), 

g;(a,6)  =  C‘(a,6)n{Z'(a,r,)>0}, 

Ql(a,i)  =  C‘(a,6)n{Z‘(a,r,)<0}, 

#  Sous  {HD2), 

A  I’aide  des  theoremes  3.4,  G.ll  et  6.13,  on  deduit  par  un  raisonr.ement 
identique  a  celui  du  corollaire  5.16,  le  rcsultat  suivant; 

Corollaire  6.15  Soil  0  <  a  <  d  <  Ti  <  b. 

Sous  {HDl), 

il  exisle  Cq  >  0,  k  >  0,  tels  que  Vt'  €  (O.foj, 
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Sous{HD2),  ... 

soil  A  >  1,  To  >  0,  il  existe  k,  £q  >  0,  une  fonction  croissante  pLf,]  > 

E'*'  IR  fefe  ^ue  Vr  6  (0,ro],  Ve  e  (0i£o]> 


P(/i;(a,5)lQ'/(a,6)) 

P(/ll(a,6)l0'/(a,6)) 


< 

< 


□ 


Ce  corollaire  met  en  evidence  que  le  coinportement  de  ce  test  differe  sous 
1  hypothese  et  (PZ)2).  Dans  la  situation  du  type  (2),  il  ne  peut 

prendre  des  decisions  correctes  que  sur  des  intervalles  de  temps  vSuffisament 
grands.  Dans  les  cas  ou  les  hypotheses  (^1)  et  {HD2)  sont  verifiees  simul- 
tanement(voir  exemple  6.3),  il  est  clair  qu’il  est  preferable  d’utiliser  le  test  sur 
les  sorties  des  filtres  de  Kalman-biicy  plutot  que  celui  sur  les  accroissements 
de  I’observation  presente  dans  le  paragraphe  5. 

Il  est  important  de  souligner  qu’en  dimension  n  >  1,  dans  certains  ca^,  le 
test  sur  les  sorties  de  Kalman-Bucy  permet  de  decider  du  signe  de  {Xf ,  u) 
dans  une  situation  du  typi.  (1)  alors  que  le  test  de  la  variation  quadratique 
ne  peut  etre  applique. 


Remarque  6.16  Ce  test  a  ete  mis  en  oeuvre  sous  forme  sequentielle  dans 
Ic  chapitre  II.  Comme  dans  le  test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  ac¬ 
croissements  de  1  observation  (voir  remarque  5.17),  on  determine,  pour  une 
probabilite  d’erreur  donncc,  des  bornes  /,  >  0  et  >  0  et  non  la  borne  r 
du  terme  de  precision,  elles  permettronl  de  prendre  une  decision  des  que 

<  ~^i  ^*(«jjv)  >  /z-  Ces  bornes  sont  differentes  sous  les  deux 

hypotheses  (//Dl)  et  {H D2). 


7  Erreurs  d’approximation 

Supposons,  que  I’on  ait  conclu  a  raide'  d’une  des.  procedures  presentees 
precedemment  que  Xt  >  0  pour  t  G  (a,  6].  Nous  prendrons  alors  comme 
approximation  de  E(Xi  |  y*).  Estimons  I’erreur  d’approximation  de  la  moy- 
enne  conditionhelle.  Soit  0  <  a  <  Tj  <  6,  on  considere  les  evenements 


suivants: 

sous  {HDiy. 

Q%{a,b)  -  C^(a,6)nC;(a,r,), 

Ql{a.b)  =  C'(«,6)nCl(a,T,). 

Sous  {HD2): 

C7'(«,5)nCr(o,T,), 

Q!:"(o,6)  =  C*(a,6)nCl'"(a,T,). 

Sous  les  deux  hypotheses  {HDl)  el  {HD2),  la  discussion  avec  les  evenements 
du  test  dw  rapport  de  vraisemblance  sur  les  sorties  des  filtres  de  Kalman  est 
vsimilaire. 

* 

Oil  note  X,  =  E(X<  |3^<).  Nous  voulons  estimer: 

Sous  (HDl) 

:  \X,-Xt\snrQ%. 

Sous  (HP2) 

\X,~Xt\sMxQ%\ 

L’erreur  d’approximation  dans  le  ‘Vas  negatif”  s’obtieiit  de  la  meme  fa^ca. 

On  iptroduif.  la  decomposition  suivantc: 

X6  -  Xt  =  (X.  -  Mt)  +  {Mt  -  Mt)  +  {Mt  -  Xt).  (7.1)  • 

oil  ie  processus  intejrnediaire  {Mt ,  t  >  0}  est  defini  dans  le  paragraphe 
precedent  par  (6.5).  Nous  utiliscrons  Ics  deux  resultat.s  suivants: 

Lemme  7.1  //  existe  fo  >  0,  k  >  0,  Ids  que  Ve  6  (0,£o), 

Preuve  La  demontration  esi  similaire  a  celle  du  Iheoreme  3.4. 
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jiere  etape:  On  montie  par  un  ralsonnement  identique  a.celui  du 

lemme  3.1  que  pour  tout  0  >  0,  il  existe  k>  0  tel  que 


(|sup JM+  -X*\>  < 


2ieme  gjape:  Soit  la  constante  c  >  0  choisie  pour  definir  C'. 

p+(/i;  n  C‘)  <  ‘'D 

+  p+  I  ^  n 

D’apr^  (7.2),  il  suffit  de  s’interesser  au  dernier  terme.  On  introduit  t,  un 
Pi-temps  d’arret', 

r  =  inf{t  >  a ,  Xj  <  0}  A  T, 

avec  X}  =  {Xt ,  u).  Sur  I’evenement  A\.,  t  <  6  et  {M^ ,  u)  =  0,  d’ou 

(sup \M+  -  A'+i  <  cl  n /i;  n C'  c  {|a'+|  <  c}  n C'  =  0 
I  (a.tl  J 


Lemme  7.2 


Sous  {II Dl)  :  il  existe  €o,  k  >  0  Ids  que  Ve  €  (0,£o]> 


E{\U*Zi-Mt\;Q’.)  < 


Sous  {IID2)  ;  soit  r  >  0,  il  existe  to,  ki,k2,  k^  >  0  tcls  que  Ve  €  (0,£o], 
E  {\M^Zb  -  M^\]  Q'/)  <  +  k^  e-"^^ 


Preuve  Si  w  e  A+,  ^(a;)  =  1. 

’  Sbit  D'eyiv  ■  ;  -.‘v  ' 

b(|mTz.-A/,*|;o)  =  j^|A/7z>-4+|iP 

<  !  \MH-Mt\dP 

JDC\A*^ 

<  .|A/it|t/p++ /  ._  \MUdP 

JDnA^  JDnAX  ' 

Par  Pinegalite  de>Cauchy-Schwartz,,ori  obtient 

E  (lAi^Zi,  -M^U  £>),<,  {E'^  \Mt\^)^P+{D  n  A%y^ 

+  {E\M+fyP{DnAX)y  (7.3) 

On  rappelle  que  le  processus  {M* ;  ^  >  0}  verifie  les  systemes  suivants: 

(  dMt  =  B^Mtdt  +  B^.{-il;t-ip'}  +  <f><l)dt  +  F+dVt  +  G+dWt,t>a; 

\  Mi'-  =  Xf,t<a 

ou  {v'^t ,  <  <  0}  et  {Wi ,  (  <  0}  sonfc  deux  P-processus  de  Wiener  standards 
independants. 

f  dMt  =  P+A/,+dt  +  P+di/+  +  G+diy,+  ,  t  >  a; 

1  Mt  =  Xf  ,t<a. 

ou  t  <  0}  et  {W('*' ,  t  <  0}  sont  deiix  P''““processus  de  Wiener  stan¬ 
dards  indcpendauts. 

Par  les  proprietes  du  temps  local  (3;4),  les  lemmes  2.5  et  2.7,  et  I’inegalite 
de  Cauchy-Schwartz,  on  obtient 

E(|M4+p)<-foo,  P+(|A/,+  n<-foo. 

Sous  {HDl),  nous  prennons  D  =  I’inegalite  (7.3),  le  lemme  7.1  et  le 
theoreme  4.5  impliquent 

e(|A/74-A/6|;£>) 
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' '  pour  iiri  ctttain”^  >  0  et‘  £  suffisanient'petit.  •  '  '  *  ; 

Sous  {HD2),  nous  prennons  D  =  Par  I’inegalite  (7.3),®le4emme  7.1 
et  la  proposition  5  JO,  nous  obtenons 

E;^\MYZb:^  Ml  i  D^)  < 

poUr  certains  fci  ,  A:j  ,J:3  >  0  et  e  suffisament-petit. 

□ 

Par  une  demonstration  analogue  a  la  precedente,  oh  deniontre  le  lerhme 
suivant: 

Lemme  7.3 

Sous  {HDl)  :  il  existe  £o  >  0,  k  >  0,  tels  que 

Sons  {H D2)  :  soil  r  >  0,  il  exisle  Sq  >  0,  ki  >  0,  ^2  >  0,  ka  >  0,  tels 
que 

E  ({14  -  ij ;  g'/)  <  +  ka  e-*^^ 

□ 


Theoreme  7.4 

Sous  {HDl):  'iO  >  0,  q  >  0,  il  existe  >  0,  kg  >  0  tels  que'ie  G  (0,£,], 
P{{\X(,  -  Xfr+I  ><?£’}  n  QY  < 

Sous  {HD2):  yO  >  0,  il  existe  £o  >  0,  ki  ,fc2»^*3  >  0  tels  que  Ve  G 

(0,£o], 

P({|X6  -  A^l  >0}n  QY)  < 

Preuve  Nous  considerons  uniquement  le  cas  ou  I’hypothese  [HD2)  est 
verifiee,  Dans  Tautre  cas,  la  demonstration  est  une  version  siinplifiee  dc 
celle  presentee.  On  introduit  la  decomposition  suivante: 

Xi  -  Xt  =  (X,  -  AV+)  +  (,W+  -  M*)  +  (Mj+  -  Xt). 


!-T5 


1)  A't  —  My  :  En  utilisant  lUnegalite  de  Jensen  et  .le.fait^que  Xy  .= 

sur  I’eveneitient  ■A+i..pn  sobtjent:.  ,  . 

<  Ei\Xy-MtUQrnA%) 

<  E{\Xy:-M^]'^)hp(QYnAi)^^ 

Le  moment  EjA'i  —  Myl"^  et.ant  borne,  par  une  constante  independante  dp  e, 
done  I’inegalite  (5.15)  implique  Texistence  de  ki,  et  ks  >  0  tels  que  pour 
esuffisament;  petit, 

P{{\Xy  -  Mt\ >  d}  n  c;-")  <  (7.4) 

2)  —  My  :  cette  difference  se  reecrit 

M+  -  A/+  =  M+  -  M+4  +  Mt{Zy  -  1). 

En  utilisant  I’egalite  MyZy  =  MyZy,  on  obtient: 

P{{\Mt-Mn>0}nQr) 

<  p(||m7z,-aV,*|>  jlno*/) 

+  p(||M^I|4-i|>  jjnQr)- 

Le  premier  terme  se  traite  par  I’inegalite  de  Markov  et  le  lemme  7.2.  On 
s’interesse  au  second  terme.  Soil  0  >  0, 


Wl'nAU  +  A(|K+|>i|nA*n(3i'^ 


/>  |Z,-1|> 


?}n0'/) 


k. 
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pour.  certainssAiY^2  i'^3 1^4 )  ^’s  >  O-et  e^Msez  petit,' en*utiHsantirespective- 
ment  pour  chaque  terme,  i’inegalite  (5.15),  le  lemine  2.5  et  le  lemme  7.3.  Si 

nous  prennons  ^  bri  obtient 
r 

f({rA/4+-'A/+i><?}nQn<e“*‘^^  (7.5) 

pour  certains  A:i ,  ^2 ,  A:3  >  0  et  £  petit. 

3)  —  X'l  :  D’apres  I’inegalite  (6.16),  il  existe  £o)  ^  >  0  tels  que 

Ve.€  (0,  £o)i 

E+|M+-.Y+|<e-^/^  (7.6) 

Ainsi,  d’apr^  I’inegalite  (5.15)  et  (7.6),  on  obtient 

p(,{\Mt-xt\  > «}  nar)  <  p{QrnA%) 

<  £-»././■  + (7.7) 

Des  inegalites  (7.4),  (7.5)  et  (7.7),  on  clecluit  le  theoreme  sous  I’hypothese 

{HD2). 

□ 

Sous  I’hypothese  {HD\)^  d’apres  le  theoreme  precedent,  le  filtre  de  Kaiman 
a  I’instant  6,  ,  est  asymptotiquement  optimal  sur  I’evenement-test  Q^(a,  b) 

lorsque  e  — »  0. 

Corollaire  7.5  Sous  {HD\),  Vq  >  0,  il  existe  e,,  kg  =  k^lSg)  >  0  ids  que 


^E{\X,-Xt\’-.QX)<k, 


Du  theoreme  7.4  et  du  lemme  5.1 1,  on  deduit  le  corollaire  suivant: 
Corollaire  7.6  Soil  0  <  a  <  ti  <  b, 
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:Sous(^HiDl):y/0,.q,>0y.il:.exislcr£q',kq>0tels,que'^,e..eX0 
P({lXfc  -  A'j+1  >  <?£’} ip;) 

Sous  {HD2):  >  0,  A  >  1,  i7  exists  vq  >  0,  Cq  >0,  Arj ,  fcj  ,^3  >  0 

et  unt  fonclion  croissants  :  III'*'  ,r  tsls  qus  Vr  G  (0,ro], 

Ve  €  (0,eo]j 

P((|X.  -X?-!  >  9}  IQ")  <e-‘'/'«+  s-fe'. 

A  A 

On  a  un  resultat  similaire  pour  Va~isur  d ’approximation  |A’(,  —  Af  j  sur  Q\. 
sous  {HD\),  respectivement,  surQ^S  soils  {HD2). 

□ 
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8  Extension  des  resultats  au  cas  I  >  2 


Nous  etudions  brievement  comment  adapter  les  difFerents  tests  pr&entes 
dans  les  paragraphes  3,  4,  5  et  6  dans  le  cas  ou  la  fonction  d’observation  h 
est  affine  par  “morceaux”  dans  le  cas  /  >  2.  Pour  eviter  que  le  processus 
^  ^  0}  puisse  atteindre  les  sous  espaces  de  IR"  de  dimension  au  plus 
n  —  2,  (cf.  [1]),  nous  considerons  uniquement  le  cas  oil  le  coefficient  de 
diffusion  est  constant. 

Les  hypotheses  {HI)  k  {H5)  sont  supposees  verifiees  avec  Si  =  = 

. . .  =  El  =  /„.  On  rappelle  que  nous  supposons  I’existence  d’une  partition 
polyedrale  finie  de  IR", 

E"  =  U 

«=1 

telle  que  sur  chaque  polyedre  Gj,  les  restrictions  des  applications  continues  b 
et  h  sont  affines  et  celles  de  I’application  mesurable  cr  sont  constantes.  Pour 
i  =  1, on  definit  les  applications  suivantes: 

6,  :E"  -^E" 

X  -+  BiX  +  , 

h, :  E"  nr 

X  — »  II, X  +  k,  . 

Ainsi,  Vx  €  0,,  on  a 

6(i)  =  6,(i)  ,  li{x)  =  h,{x)  et  a{x)  = 

On  note  que  I’hypothese  de  continuite  des  applications  h  et  b  implique  que 
cette  partition  est  “propre”  i.e.  la  frontiere  entre  deux  ployedres  est  incluse 
soit  dans  un  sous  espace  de  E"  de  dimension  au  plus  n  —  2,  soit  dans  un 
hyperplan 

Aj  =  {x  e  E";  {x,  Uj)  =  Cj}, 

avec  Uj  un  vecteur  norme  de  E"  et  Cj  6  E". 

Nous  designerons  respectivcmcnt  rmtcrieur,  I’adherence  et  la  frontiere 

O  , 

d’un  polyedre  0  par  0,  0  et  OQ.  La  reunion  U  de  toutes  les  frontieres  des 
polyedres  {0,};=i,i  pout  s’ecrire  sous  la  forme  suivante: 

J 

U  =  [j  I)  j  UA', 

j=i 
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ou  Dj  =  {i  6  ni",  (x,  Uj)  =  Cj  et  aj  <  (i,  Vj)  <  /?,■}  avec  Uj,  Vj  des 
vecteurs  normes  de  IR",  Cj,  Oj  et  j3j  des  reels,  est  Indus  dans  un  hyperplan 
Aj  et  est  la  reunion  des  sous  espaces  de  dimension  au  plus  n  —  2. 

Soit  0  <  a  <  6,  on  definit  les  eveneinents  suivants; 

Ai{a,b)  =  {Xt  €Qi,a  <t<b}  i  =  1,...,/. 

Pour  c>  0  choisi, 

C'(a,6)  =  {  dislikiXl) ,  h{U))  >c,a<t<b). 


Test  de  detection  des  passages  de  {A",}  par  U: 

On  s’interesse  a  la  difference  h{Xt)  -  h,(Xl),  i  =  1, . . . ,  Vu  que  nous 
avons  restreint  notre  etude  au  cas  ou  le  processus  {Xt ;  t  >  0}  a  une  pro- 
babilite  nulle  d’atteindre  A/",  nous  pauvons  utiliser  la  formule  d’lto- Tanaka 
generalist  pour  obtenir  la  differentielle  de  /j(X,)  (cf.  (11)). 

Soit  X  E  Dj,  on  a,  pour  e  petit, 


h{x  -  £Uj)  =  h~(x-eu^)  +  hj, 
h{x  +  £Uj)  —  H'l'ix  +  euj)  +  h*. 
On  pose  {AH)j  =  {H~  -  H^). 


dh{Xt)  -  h'{Xt)dX,  +  ■xYi{AH),v^  \  {x,^i:>,)dL'’t’  {{X  ,  Uj)), 

^  )  =  X 

on  {Lf’  ;  t  >  0)  est  le  processus  temps  local  on  Cj  de  la  semi- martingale,  rtlle 
{X  ,  Uj)  et  h'  est  la  derivee  de  h  dcfinie  sur  m"  -  U. 

D’autre  part. 


dh,{Xl)  -sr.  H,{B,X\  -f-  b,)dl  -1-  -HJCJ^Xr)  -  h,{X\)]di  +  HJ<!^dWi. 
Done  {Z,  =  h{Xi)  —  h.(Xl)-  t  >  0),  vcrific  I'rxjuation  suivantc: 

dZt  =  -A.Z.dt  +  ^\di  r  vi'dVt  +  v'l''d\\\ 


j=i 


(8.i) 


avec 


! 


•  A,-  =  —HiKlc,,  matrice  stable  d’apres  la  remarque  (2.2). 

.  ,/>l  ^  h'(X,)f(X,). 

.  =  hXX,)9(X,)  +  H;Kl. 

A  partir  de  (8.1),  par  une  demonstration  similaire  a  celle  de  la  proposition 
3.1,  on  etablit  le  resultat  suivant: 

Proposition  8.1  Vi  =  1,...,/,  Vt?  >  0,  Vq  e  [0,i[,  Vi  6j2a,l[,  il  existe 
k  >  0,  Cq  >  0  tels  que  Ve  e  (O.eol, 

B  ^|sup|/i(A:t)  -/ii(.V;)|  >  <exp|--:^|. 

□ 

Ceci  nous  permet  de  construire  un  test  de  detection  des  passages  de  Xt 
par  U  a  I’aide  de  X^.  Choisissons  par  exemple  t  =  /.  Le  resultat  analogue  a 
celui  du  theoreme  3.4  s’ecrit: 

i 

B((U^.rnC') 

i=« 

pour  un  certain  k  >  0  et  £  petit. 

Remarque  8.2  Applique  dans  un  cadre  general,  ce  test  peut  etre  tres  seleclif 
lorsque  /  est  grand,  au  sens  oil  il  detccte  plus  de  passages  de  Xt  par  U  quMl 
n’y  en  a.  En  effet,  dans  le  cas  /  >  2,  du  fait  de  la  non  injectivite  de  h,  I’inriage 
de  la  frontiere  d’un  polyedre  pout  etre  incliise  dans  I’image  do  parties  de  Dl" 
d’intersecti-on  vide  avec  U.  Ainsi,  pour  /  grand,  oe  test  est  interc-ssant  dan.s 
sa  version  locale,  lorsque  les  valcurs  prises  jiar  la  fonction  h  permettent  de 
decouper  le  dotnaine  d’application  du  test. 

Pour  p  >  2,  supposoiis  qu’il  existe  Ai,  ^’2 _ ,  A-  avec  1  <  Aj  <  A2  <  •  •  •  < 

kp  <  I  tel  que 

i=j 

et  un  compact  K.  inclus  dans  nr=j  A(0(., )  tel  que 

0<c<  dist(/i(fY), A^). 
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On  definit  revenement  Cfj, 


Ch={h,{Xl)eK:,'^te[a,b]}. 

•  Sur  C^,  on  efFectue  un  premier  choix  entre  et 

•  Si,  par  exemple,  le  test  decide  “/I*,”,  sur  C^,  on  teste  centre 

•  On  reitere  la  procedure  jusoii’a  co  que  toutes  les  alternatives  soient 
consider^s. 

Cependant,  si  en  pratique  un  des  tests  ne  peut  decider  faute  de  temps  sur 
I’intervalle  (a,  6],  aucune  decision  nc  pourra  etre  prise  sur  a.'t  interval’e.  Ainsi. 
il  est  sufBsant  de  decrire  les  tests  de  choix  entre  deux  alternatives  ‘‘A,”  et 
M/. 

Soil  ,C,j,  un  compact  inclus  dans  li(Q,)  O  h{Qj)  tel  que 
0  <  c  <  d\si{h(U),  K,j). 

Sur  I’evenemont  =  {^j(A'*)  €  0,j ;  V<  €  nous  devons  appliquer  un 

test  pour  choisir  entre  “A,’’  et 

Sous  {H Di),  le  test  de  la  variation  quadratique: 

L’hypothfee  (H Dl)  s’cerit: 


On  defmit  les  evenements  Q\  =  Q'\,  Q'^  --  QL  comiiie  en  (4.1 )  et  (4.2).  .Alors 
pour  e  petit. 


r(A.iQ;) 
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Sous  {HD2),  test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  accroisse- 
ments  de  ^observation: 


Sous  I’hypothese  {HD2), 

■  rr*  =  r.r?  =  r^r;, 

'  ker  o  bi  o  —  Hj  o  bj  o  C  h{U), 

la  matrice  est  symetrique, 

a  partir  de  I’etude  du  cas  £  =  0,  nous  deBnissons  la  fonction  suivante: 

Kij IR"  — >  IR, 

X  ix*  (rP)-‘  (//.B,//r‘  -  X 

+  (rr-)->  (//.(6.-  -  BiH-^hi)  -  H^ibj  -  B.Hj^hi))  X 

et  la  statistique 

^ii  =  -  «o(!/o) 

-  i(6-a)Trace{i/.B.//r‘-//,5,//;‘) 

.  m-l 

-  J  E  {|r-'//,o6,oi->(s*)P-ir-‘w,oJ,oi7'(5,)p), 

^  k=0 

en  utilisant  les  notations  introduites  dans  le  paragraphe  4.  Le  terme  de 
precision  R‘j  s’ecrit 

^  E  ir"  V'. » °  k'  -  Hi  0  h  o  *;')  (m)l'- 

k=0 

On  choisit  arbitrairement  r  >  0  ct  on  definit  les  evenements  suivants: 

c^f  =  Cf  n{y?..^>r}, 
cr  =  Cf,  n  {/.r,  >  0), 
cr  =  c'n{£,',<0). 

Pour  £  petit,  on  a 

P{A,  n  C‘/)  < 

PiAj  n  C/)  <  +  A•2e-*^^ 
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En  introduisant  la  fonction  :  HI'*’  -♦  [0, 1[, 

<g.nW  =  /'({|r-'(//,o6,oi.-'-//,oiyok-‘)(A,{x;))|“<i} 

ncjn(/iiu /!>)), 

on  obtient  des  resultats  analogues  au  lemme  5.11,  au  theoreme  5.13  et  au 
corollaire  5.16.  Soil  0  <  a  <  T]  <  6,  pour  e  suffisament  petit, 

p(,Aj\Qr)  < 

ou  A  >  1  et  :  IR'*’  -4  Dl  est  une  fonction  croissante  definie  a  partir  de 


Test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  sorties  des  filtres  de 
Kalman-Bucy  (F/f,)  et  {FKj): 

Soit  0  <  a  <  d  <  6.  Pour  i  <  j,  on  definit  la  statistique  de  test  comme 
en  (6.2)  par 

ih  =  p  //*;  -  ^ 

OU  h\  =  hi(Xl)  et  hi  =  hj{Xi).  La  partition  de  HI"  etant  “propre”,  il  existe 
Uk  un  vecteur  norme  de  IR"  et  Ck  €  HI"  tels  que,  par  exemple, 

A,  C  {{Xt,  Uk)  >Ck,a<t<  6}., 

Le  coefficient  de  diffusion  etant  suppose  constant,  nous  introduisons  un  change- 
ment  de  probabilite  plus  simple  que  colui  propose  dans  le  paragraphe  6.  On 
definit  une  loi  de  probabilite  P'  sur  (0,F(,)  par 
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avec 


Z,  =  exp  y"'  F->  [(i,(>f,)  -  l,(A',))  -  ja(k(X,)  -  A(A,))]  dV, 

/"'  |f-  [(SKA,)  -  HX,))  -  iG(*i(A-,)  -  /.(X,))]  I’  dt 
+  i  J’''\HX,)  -  HX,))dW,  -  jy  |a,(A,)  -  A(A,)f  </(}  . 
Les  restrictions  de  P  el  P'  k  (Q.^o)  coincident,  et 

vDcA(«,6),  P(/;)  =  P(Z)). 

Pour  <  >  a,  on  considere  le  probleme  de  filtrage  lineaire  suivant; 

J  dXt  =  bi{Xt)dl  +  FdV]'  +  GdWy 
\  dYt  =  hiiXDdt  +  edWy 

ou  0  <  t  <  6}  et  {ly,*;  0  <  t  <  b]  sont  des  processus  de  Wiener 
standards  independants  sous  la  loi  P'.  La  statistique  se  reecrit: 

Ui  =  ^J^{h\-k?di  +  yjh\-i,i)dc; 

+  4  l\h\-i,ijui.x;-n,x;)dt, 

c  J  d 

ou  XI  =  E'(A''(  1 3^4)  et  {wj ;  0  <  <  <  b]  est  un  processus  de  Wiener  dit 
processus  d’innovation  sous  la  loi  P*. 

De  la  fa^on  similaire  a  la  probabilite  P',  on  definit  la  probabilite  P-'  sur 

i:,  =  -p /V<;  -  kfdi  +  i  J‘{h\  - 

+  ^fXk-k)VI,Xi-H,X{)d:, 

C  J  d 

ou  Xj  ~  t^{Xt  13^()  et  ;  0  <  /  <  i}  est  un  Tr  processus  de  Wiener  sous 
la  loi  PZ 

On  obtient  un  resultat  analogue  a  celui  du  corollaire  6.15. 
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Sous  I’hypothese  (IJDl): 

|//,/C  -  WjAll  >  0(1), 
soil  0<a<<i<Ti  <6,  pour  e  petit, 

PiAi\Q‘)  < 

PiAjm  < 

avec  (3f  =  C^j{a,b)  n  {Z‘'(a,Ti)  >  0}  et  =  C?  (a,6)  d  {Z'{a,Tj)  <  0}. 
Sous  I’hypothese  {HD2): 

,  et 

ker  (//,•  0  6,  o  /t~‘  —  Hjo  bjO  Ji“*)  C  /i(W), 

on  definit  les  evenements  tests 

O"  =  <?;  n  /,W  -  V)’*  > --I 

er  =  o:  n  /W  -  V)’*  >  r} 

Soit  A  >  1,  To  >  0,  pour  £  petit  et  r  <  ro,  on  a: 

/>(/!.  I  <?;■')  <  + 

n/lilQD  <  + 


ou  la  fonction  j,]  est  croissante.  Ellc  est  dcfinie  de  fagon  analogue  a  (6.29) 
a  partir  de  la  fonction  j,j  :  IR'*’  — »  (0, 1  [, 


I  D’apres  la  remarque  8.2,  les  intervalles  de  temps  detectes  sans  passage  par 

U  det  —*  .Yt,  sont  d’autant  plus  courts  que  /  est  grand.  Sous  les  hypotheses 
[  du  type  (2),  vu  que  les  probabilites  d’erreur  des  tests  propose  dependent 

^  de  la  longueur  de  ces  intervalles,  ces  tests  perdent  de  leur  efficacite  lorsque  / 

I  augmente. 

Ainsi,  pour  I  grand,  ces  procedures  ne  sont  interesscintes  que  lorsque 
Failure  de  la  function  d'observation  h  permet  de  les  appliquer  localement. 


I 


Bibliographie 


[Ij  R.F.  Bass,  E.  Parcloux  :  Uniqueness  for  diffusions  with  piecewise  con¬ 
stant  coefficients,  in  Prohabililj  Theory  Rel.  Fields  Springer- Verlag,  76, 
557-572,  1987. 

[2]  N.  El  Karoui,  M.  Chaleyat-Maurel  :  Un  probleme  de  reflexion  et  ses 
applications  au  temps  local  et  au.r  equations  differentielles  stochastiques 
sur  IR,  cas  continu,  Aslcrisquc  ,  52-53,  117-1'}4,  1978. 

[3j  R.S.  Ellis  ;  Entropy,  Large  Deviations,  and  Statistical  Mechanics, 
Springer- Verlag,  1985. 

[4]  W.H.  Fleming,  D.  Ji,  E.  Pardoux  :  Piecewise  linear  filtering  v/ith  smal- 
lobservation  noise,  in  Analysis  and  Optimization  of  Systems,  Lecture 
Note  in  Cont.  and  Info.  Sci  111,  Springer,  725-729,  1988. 

[5]  W.H.  Fleming,  D.  Ji,  P.  Sakame  el  Q.  Zhang  :  Discrete  time  piecewise 
linear  filtering  with  small  observation  noi.se,  Brown  Univ.  LCDS/CCS 
report  N88-27  ,  1988. 

[6]  W.H.  Fleming,  E.  Pardoux  :  Piccew'ise  monotone  filtering  with  small 
observation  noise,  Siam  J.  Control  Optim.  20,  261-285,  1989. 

[7]  N.  Ikeda,  S.  Watanabe  :  Stochastic  DiiTercniial  equations  and  diffusions. 
North  Holland,  1981. 

[8]  I.  Karatza.s,  S.E.  Shre%'e  :  Brownian  .M-alion  and  Stochastic  Calculus, 
Springer- Verlag,  1988. 

[9]  R.CH.  Liptzer,  A..N’.  Shyriaev  :  Statistics  of  Random  Proce.sses  1, 
Springer-Verlag,  1977. 

[lOj  E.  Pard'.ux,  M.C.  Roubaud  ;  Gciieial  pieccwi.se  linear  fik‘. ;nng  problems 
with  small  observation  noi.se,  in  28^^'  IEEE  CDC,  Te..;ipa,  1989. 


1-88 


[11]  E.  Pardoux,  C.  Savona  :  Piecewise  linear  filtering,  in  Stochastic  Differ¬ 
ential  Systems,  Stochastic  Control  Theory  and  AppL,  W.  Fleming  and 
P.L,  Lions  eds.,  IMA  volume  in  Mathematics  and  its  Appl.  10,  Springer- 
Verlag,  1987. 

[12]  J.  Picard  :  Non  linear  filtering  of  one- dimensional  diffusions  in  the  case 
of  a  high  signal  -to-noise  ratio,  Siam  J.  ApL  Math.  46,  1098-1125,1986. 

[13]  J.  Picard  :  Asymptotic  study  of  estimation  problems  with  small  obser¬ 
vation  noise,  in  Stochastic  Modelling  el  Filtering,  (Rome  1984),  Lect. 
Notes  in  Control  and  Inf.  Sci.,  91,  Springer,  1987. 

[14]  J.  Picard  :  Efficiency  of  the  extended  Kalman  filter  for  non  linear  sys¬ 
tems  with  small  noise.  Rapport  INRIA  ,  N1068,  1989. 

[15]  W.Murray  Wonham  :  Linear-  Multivariable  Control:  a  Geometric  Ap¬ 
proach,  Springer-Verlag,  1979. 


1-89 


Chapitre  II 


Filtrage  lineaire  par  morceaux 
d’un  systeme  en  temps  discret 
avec  petit  bruit  d’observation 


en  collaboration  avec  P.  Milheiro  de  Oli’  >ira 
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Resume 


Nous  nous  interessons  a  un  probleme  de  filtrage  lineaire  par  morceaux  en  temps 
discret  avec  petit  bruit  d ’observation.  Nous  presentons  et  comparons  plusieurs  tests 
permettant  de  determiner  les  intervalles  de  lin&irite  de  la  fonction  d ’observation, 
notamment  dans  le  cas  ou  elle  est  symetrique.  Sur  chacun  de  ces  intervalles,  nous 
approchons  le  filtre  optimal  par  le  filtre  de  Kalman-Bucy  correspondant.  Comme 
dans  [4],  nous  approchons  des  processus  discrets  par  des  diffusions  pour  estimer  les 
probabilites  d’erreur  et  les  temps  moyens  pour  prendre  une  decision. 


1  Introduction 

On  s’interesse  au  probleme  de  filtrago  non  lindaire  suivart: 

j  dXt  =  b{Xt)dt  +  aiX.)dUt 

I  dv;  =  hmdt  +  edv,,  r„  =  o, 

oil  {-Vj ,  f  >  0}  est  le  processus  a  valeurs  dans  Dl  non  observe  a  estinier  a  I’instant  r 
au  vu  des  observations  jusqu ’a  I’instant  t  du  processus  unidimensionnel  {V) ,  t  >0}, 
e  un  parametre  “petit”  et  {Uf ,  <  >  0}  ct  {VJ ,  <  >  0}  sont  des  procrasus  de  Wiener 
standards  independants,  a  valeurs  dans  IR. 

II  est  bien  connu  que  le  probleme  est  de  dimension  infinie,  au  sens  ou,  pour  le 
resoudre,  on  a  a  determiner  la  solution  d’une  equation  aux  dcrivees  partielles,  par 
exemple  Pequation  de  Zakai.  Si  la  fonction  h  est  monotone,  sous  certaines  hypothesfw 
generales  de  “regularite”,  le  filtre  de  Kalman  etendu,  entre  autrcs,  est  unc  “bonne” 
approximation  du  filtre  optimal  (cf.  [13],  [8],  [l],  [7]  et  [10]).  Le  probleme  avec  h  non 
monotone,  sous  unc  certaine  “hypothcse  de  detectabilite”  a  ete  Iraite  dans  [5]. 

Dans  le  cadre  du  filtrage  lineaire  par  rnorccaux,  on  suppose  que 

•  b{x)  =  +  /?+xl{,>o} 

•  <t(x)  ~  (T_l{jr<0}  +<3'+l{r>0} 

•  h{x)  =  //_j1{^<0}  +  //■+t1{,>0}. 

Si  H+II-  >  0.  i.e.  la  fonction  h  est  nmnotone,  pour  £  =  0,  Xi  pent  ctre  parfaite- 
ment  connu  et  pour  s  “petit”,  le  probleme  n’offre  pas  de  grandcs  dilficultes. 

Dans  le  cas  //+//_  <  0,  i.e.  h  non  monotone,  bien  que  k{Xt)  puisse  etreestime 
de  fa^on  precise,  il  n’est  pa.s  immediat  qu’il  en  .soit  de  memo  pour  .Y,.  Le  filtre  de 
Kalman  etendu  est  on  general  inclficace,  Ic  probleme  etant  do  determiner  Ic  signe 
de  {.Y, .  /  >  0}.  La  determination  du  signe  n'ctanl  po.ssible  que  dans  le  cas  oil 
ia  variance  conditionnelle  est  petite  (').  on  introduit  rhypothe.se  de  “detectablite” 
siiivante  notee  (HD)  : 

^  niai  {HD\) 

ou 

Illal  =  Iflal  et  /?+  B.  (fID2) . 

Sous  (HDl),  dans  [.3],  un  filtre  approche  a  etc  propose  ct  dans  le  chapitre  I,  il 
est  inontre  que  sous  {HD2)  un  filtre  du  meme  type  pent  etre  utilise  cornme  approx¬ 
imation  du  filtre  optimal. 

'Contre-exeiiiplc:  b  =  0.h[x)  =  |r| .<r  =  1. 
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L’idee  ost  de  construirc  un  filtrc  approchc  a  partir  de  deux  filtrcs  de  Kalman- 
Bucy,  assodes  respcctivernent  aux  deux  prohlenus  de  filtragc  lineaire  suivants: 


dXt  =  B+Xidt-Va^dUi 

dYi  =  H+Xtdl  +  edUt 

(1.2) 

dX,  =  n.X,dt  +  a^dUi 

dY(  =  H.Xidt  +  sdUi. 

(1.3) 

On  calcule  ces  <leux  filtrcs  “cn  paraliye”  ct  on  utilise  deux  tests. 

•  Un  premier  test  permet  de  detector  dcs  intervalles  de  temps  durant  lesqucls 

la  trajectoire  de  nc  passe  pas  par  0. 

•  Un  second  test  permet  de  decider  si  X,  <  0  ou  .Vi  >  0  sur  ces  intervalles.  sous 
rhypothese  (HDl)  ou  (HD2). 


Sur  chaque  intervalle  de  monotonie,  nous  approcherons  le  filtre  optimal  par  le  filtre 
de  Kalman- Bucy  correspondant. 

Nous  considerons  I’intervalle  de  temps  fini  [0,  T]. 

Dans  cc  rapport,  nous  nous  intercs.sotis  a  la  evolution  numerique  du  problcme 
lineaire  par  morceaux  dans  la  situation  ou  la  fonction  d ’observation  h  est  non  mono¬ 
tone.  Nous  commen^ns  par  discrettser  le  systeme  continu  (1.1)  par  un  schema 
classique  de  discretisation  on  temps  avoc  pas  Al  —  e.  Le  processus  est 

approxime  par  {x*}*,  -  (■k^t}k  par  {y/Aink}k,  {V(*+i)Af  -  par 

{(A/)"'  par  {yk}k- 

Nous  oblenons  le  modcle  discret  suivanl: 

{J-t+l  =  Xt-bc6{Xt)  -f  v^'£'<T(Ti)Ut 
Vk  =  /‘(xfc) -f 

aver  Ic-s  fonct  ions  b.  a  et  h  definies  corimie  precedctnmcnl.  On  ernct  les  hypotheses 
suivantes: 


(//I)  et  {t'jt}*;  .sont  des  bruits  blaiics  gau.ssiens  standards  ct  independants. 

(//2)  Xo  est  une  variable  aleatoirc  re«*lle  telle  quo  E{exp{roXo})  < 
certain  ci)  >  0. 


(  //3)  //_  //+  <  0  ct  <T_<T+  /  0 . 

.Sans  reduire  la  generalite  du  problerne,  or»  suppose  quo  h{x)  >  0  Vx  €  IR.  i.e.  on 
suppose  que 
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(Hy)  <  0  :  >  0  et  <T_cr+  ^  0 . 


Nous  adaptons  I'etude  faitc  dans  le  cas  continu  au  cas  discret.  Notre  but  est 
de  mettre  en  oeuvre  les  tests  perruettant  de  separer  les  intervalles  de  positivitc  ct 
de  negativite  de  {a"*}*  et  de  comparer  leur  performance.  Nous  nous  interessons 
principalemont  a  la  situation  ou  I’hypothesc  {HD2)  e.st  verifier;,  le  probleme  sous 
rhypothese  (HD\)  ayant  etc  traite  dans  (4). 

L’etude  de  revolution  de  la  loi  conditionnelle,  obtenue  de  fa^on  approch/'e  par 
r^olution  de  I’equation  de  Zakai  di.scrctisee  (cf.  [9)),  nous  aidera  a  interpreter  les 
rcsultats  obtenus. 

Ce  rapport  est  organise  comme  il  suit: 

Dans  le  paragraphe  2,  nous  presenterons  les  deux  filtres  de  Kalrnan-Bucy  (2.3)  «'t 
(2.4)  utilises  et  nous  formulerons  des  remarques  preliminaircs.  Dans  le  paragraphe 
3  nous  nous  interesserons  a  la  detection  des  passages  du  signal  par  0.  Rn  analogic 
avec  le  cas  continu  deux  tests  scront  propo.ses,  Tun  base  sur  les  accroissemcnts  des 
observations  (cf.  [3])  ct  I’autre  sur  la  sortie  d’un  des  filtres  de  Kalman-Bucy  (cf. 
chapitre  I).  Sachant  que  sur  un  intervalle  de  temps  (a,  5]  le  signal  ne  pas.sc  pas  par  0, 
avec  une  probabilite  donnee,  nous  considcrons  un  autre  type  de  tests  pour  decider 
du  signe  de  sur  [a,6j.  Sous  I’hypothese  (liDl),  des  etudes  ont  etc  faites  par 
(4j.  Ccs  auteurs  ont  mis  en  a'uvre  deux  tests  differents:  Pun  base  sur  la  variation 
quadratique,  Pautre  du  type  rapport  de  vraisemblancc  base  sur  les  sorties  des  filtres 
de  Kalman-Bucy.  Nous  resurnerons  brievement  ces  procedures  dans  le  paragraphe  4. 
Sous  Phypothe.se  (// /)2),  nous  presenterons  dans  le  paragraphe  5  un  test  de  rapport 
de  vraiscrnblance  base  sur  les  accroissemcnts  des  obs<*rvations  ct  adapterons  le  test 
sur  les  sorties  des  filtres  do  Kalman-  Buoy  du  paragraphe  precedent  au  cas  traite. 

La  mise  en  oeuvre  dra  tests  de  detection  et  du  signe  ainsi  decrits  necessite  la 
determination  do  formules  expliciles  pour  les  homes.  Bien  qu’une  demonstration 
rigoureu.se  n’ait  pu  etre  faite.  les  formules  proposecs  sont  justifi(*es  de  rnaniere  heuris- 
tique.  Dans  le  cas  ou  B-  ^  B+,  nous  emettrons  Phyj)Olhe.se  suppleinentaire: 

(//4):  /?+  <  0  et  <  0. 

Cette  hypothe.se  n’est  pas  trop  restrictive  pour  noire  propos.  Rn  effel,  suivant  le 
signe  des  coefficients  de  derive,  nous  avons  deux  comportements  distincts  du  pro¬ 
cessus  {xjt}.  Si  B+  cl  B-  .sont  negatifs,  il  devient  stalionnaire  des  que  Pintervalle  de 
rnonotoriie  est  assez  grand.  Sinon,  il  pent  •‘fuir”  vers  Pinfini.  En  fait,  nous  etudions  la 
situation  la  |)lus  <lelicate  au  sens  oil,  la  probabilite  pour  quo  le  procc'ssus  {.r^.}  passe 
par  zero  est  importantc.  Cependant,  si  les  valours  |/?_j  et  \B^\  sont  grandes,  {.r^.} 
aura  tendance  a  changer  rapidement  de  signe  et  les  tests  n’auront  probablernent  pas 
suffisamenl  de  temps  pour  decider. 

Le  paragraphe  6  est  consacrc  a  Papplication  numerique  dc  ces  methodes.  Des 
criteres  de  cornparaison  enire  les  differents  tests  seronl  proposes  cl  les  rcsultats 
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des  applications  a  divers  cxouipics  seiorit  prescntes.  D’autre  part,  la  solution  de 
I’equation  dc  Zakai  sera  utilisrV  pour  la  justification  du  comportomcnt  des  filtres 
approchi^. 

Pour  conclure,  on  presenlc  dans  le  paragraphe  7  quelqucs  reflexions  sur  le  corn- 
portcment  de  cos  filtres  et  on  discutc  la  performance  des  diffcrents  tests  etudies. 

Notation  l.t  Etant  donne  un  pronnsus  on  ccWm 

Oil  q  G  IR+,  pour  signtfier  qu  'il  cxisU  Cj  ,C2  ,03  >  0  tels  que 

E[Gl]  <  Cl  exp(-r2A-c}  +  ,\/k  £  jV ,  e  >  0. 
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Deux  filtres  de  Kalman-Bucy  en  parallele 


Soit  tribu  des  observations  jiisqu’k  Pinstanl  k,  =  (rlj/csi/i,  •  •  ,S/Jt}-  La 

solution  du  probleine  de  filtragc  associe  au  systeme  (1.1)  etant  donnec  |)ar  la  loi  coii- 
ditionnelle  de  Xk  sarhant  y^,  nous  cornmentons  bribvemcnt  son  cornportement  (cf. 
[l]).  Sous  I’hypothese  de  “detectabilite”  (HD),  la  variance  de  cettc  loi  est  “petite'*, 
sa  densite  sc  concentrant  autour  do  deux  maxima  locaux,  I’un  negatif  et  I’autre 
positif.  Ce  phenomene  se  justifie  du  fait  qu’on  a,  soit  xjt  —  =  >/?///_  vjt, 

soit  Xk  —  yk/fi+  =  V^lff+^'ki  done  la  densite  conditionnelle  est  “petite”  excepte 
sur  deux  intervalles  d’amplitude  d’ordre  0{y/e),  autour  de  ykj II-  et  de  ykj II+.  Rn 
emettant  rhypothese  de  detectabilite  {HD)  nous  nous  plagons  dans  la  situation  oil 
lorsque  {ijt}  prend  ses  valeurs  loin  de  0  durant  un  certain  intervallc  de  temps,  un 
des  pics  tend  a  disparattre,  la  loi  conditionnelle  s’approchant  d’une  loi  gaiissienne.  II 
apparait  alors  legitime  d’approcher  le  filtre  optimal  par  un  filtre  de  Kalman-Bucy. 
Intuitivement  on  s’attend  ace  que,  sous  I’hypothese  (//D2),  le  temps  necessaire  pour 
faire  “disparaitre”  I’un  des  deux  pics  soit  plus  long  que  sous  I’hypothese  {HD\). 
Cette  idee  sera  illustree  dans  le  paragraphe  6  (voir  les  figures  A.3  a  A.6  et  A. 12  a 
A.H). 

Soient  (ijj’, (?■*■)  et  (Xk,Q~)  les  filtres  de  Kalman-Bucy  assocics  respectivement 
aux  systemes  lineaires 


Xk+I  =  {\  +  B+e)xk  +  y/€(T+Uk 

yk  =  H+xk  +  \/£Vk,yo  =  0 

(2.1) 

^k+i  =  {1  +  B^€)xk  +  Uk 

yk  =  H-Xk  +  \/svk  ,  yo  ~  0 , 

(2.2) 

avee  conditions  initiales  gaussiennes 

•  T?  =  -To  =  D(xo) 

•  Qo  —  Qo  —  Q 

oil  et  Q~  sont  les  variances  stationnairt*s  des  lois  conditionnolles. 
Remarque  2.1  Les  expressions  de  cos  variances  se  calculcnt  facilernent.  (cf.  [lOj). 
Les  filtres  sont  doniK’s  par  les  equations  suivantes: 

^k+t  =  (1  +cB+)x;^  +  -II+Q'^(yk+i  -II+(1 

C 

Q-  =  />+  +  [pI  +  i<TllIl]2 

m\2  +  p^  +  [pi+AalIIl]^] 
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(2.3) 


avec 


p^  =  i:2B^-^Ble)e  +  alUl. 


h+\  =  i^+£B.)x,^ +^H_Q-{yk+i-H-(l+eB.)x;) 

Q-  =  />- +  [/^i +4(7!//!1^ 

"  l//-|[2  +  /)_  +  [pi+4^2//:i]5] 

avec 

/)_  =  (2/?_  +  /?!c)c  +  CTi//!. 


(2.4) 


Remarque  2.2  Le  fait  d’avoir  considere  unc  condition  initiale  gaussienne  avec  pour 
variance,  la  variance  cx)nditionnelle  stationnaire,  n’est  pas  genant  pour  la  suite  de 
notre  propos.  En  effet,  puisque  les  systemes  etudies  se  caracterisent  par  une  “me- 
rnoire  courte*’,  I’influencc  do  la  condition  initiale  lend  a  disparaitre  rapidemerit. 


Les  gains  stationnaires  sont  done. 

A'+  =  et  A'-  =  \h,Q-  . 

On  introduit  les  processus  dits  “d'innovation” 

vt+\  =  yk+\  -  //+(!  ■¥€B+)xI 


et 

=  y*+i  -  //-(I  +  e  • 

Les  processus  ainsi  definis  sont  consideres  approximalivement  rx)mmc  dcs  ‘‘bruits 
blarics”  au  .sens  on  ieurs  variances  sont  d'ordre  0(c),  tandis  que  Ic’s  correlations 

d’ordre  O(c^). 

On  notera  et  ci)~  U'urs  varianct's  respeclives, 

=  e(]-\-alHl)  +  IJl(]+eB+)^Q^, 

cd'  =  c(l +<T!/f!) +  //!(] +£/?-)'(?". 

Dans  la  suite,  on  etudicra  la  procedure  de  lest  permettant  de  separcr  les  in- 
tervalles  de  rnonotonie  de  la  fonction  h  et  do  decider  du  signe  de  ijt.  .Sur  chacun 
de  CCS  intervalles,  il  sera  alors  possible  d’approcher  Ic  filtrc  optimal  par  Ic  filtre  de 
Kalman  Bucy  corr(*spondant. 
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3  Tests  de  detection  des  passages  de  {xk}  par 
zero 


Nous  devons  premierement  determiner  sur  I’intervalle  de  temps  [0,  T],  les  intervalles 
sur  lesquels  {x;t}  ne  passe  pas  par  zero,  avec  une  probabilite  donnee  ,  proche  de  1. 
Nous  presentons  deux  tests  de  detection,  le  premier  s’appliquant  aux  observations 
yk,  le  second  a  la  sortie  de  Tun  des  filtres  de  Kalman-Bucy. 

Soit  I’intervalle  de  temps  [a,  6],  avec  0  <  a  <  b  <  T.  On  pose  m  =  [{b  —  a)/e]  et 
ig  =  [a/e].  On  considere  les  deux  evenements  suivants: 

=  {ifc  <  0;  A:  =  io)*o  +  1,- • -(Jo  +  Hi}, 

A+  =  {ifc  >  0;  A:  =  Jo,io+ + 


On  remarque  que 

(A_  U  A+y  =  {  x*  Xk+i  <  0  pour  un  certain  k  ,  I'o  <  A:  <  tg  +  m). 


3.1  Test  sur  les  observations  yk 

Etant  donne  que  “^(x)  =  0  ssi  x  =  0”,  h{xk)  “petit”  implique  par  continuite  de 
I’appiication  h,  Xk  proche  de  zero.  Cependant  h{xk)  n’est  pas  observe,  mais  pour  e 
“petit”,  il  est  approche  par  j/*. 

Soit  Cobs  >  0  une  constante  a  determiner. 

On  definit  I’evenement  test  suivant: 


^  >  Cobs)- 

On  montre  de  fa^on  similaire  a  la  version  en  temps  continu  (cf.  [3][proposition  3.1]) 
la  proposition  suivante  (cf.  [4][proposition  2.1]): 

Theoreme  3.1  Soit  Cobs  >  0  ef  eo  >  0  donnes,  il  existe  S  >  0  tel  que  Ve  6  (O.eo] 
on  a 

P({(A_UA+)"|C}) 

Determination  de  la  constante  Cgbs- 

Nous  utilisons,  pour  la  determination  de  la  constante  Cob,,  un  raisonnement  similaire 
a  celui  propose  dans  [4],  sauf  que  dans  notre  cas  le  coefficient  de  derive  n’est  plus 
suppose  constant  mais  constant  par  morccaux.  Intuitivement  le  clioix  de  Cob,  doit 
etre  un  compromis  entre  “conserver  des  intervalles  de  monotonie  suffisament  grands” 
et  “reduire  la  probabilite  d’erreur  du  test”. 
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On  cherche  a  ce  quc  la  probabilitc 

0}  1  ^  ^  Cofcj}) 

soil  faible.  D’apr^  Phypotheso  (//3)  on  obticnt: 

Pi{yk  <  ~Cok.})  <  P{{Vk  <  -Co6,/v^})  <  I  . 

Nous  nous  permcttons  done  de  considdrer  uniquement  le  conditionnement  par  rap 
port  a  revenement  {yk  >  >  Coj*}-  De  plus,  on  a: 

{j-t-cit+i  <  0}  n  {yk  >  c,k„yk+i  >  c<,4,}  =  U  , 

avec  les  definitions  suivantes  pour  les  cvenements  D^: 

D!  =  {Tfc  <  O.xjt+i  >  0}  n  {yt  >  c,y]t+i  >  c)  , 

Pc  =  {^k>0,Xk+t  <0}ri{yi,>c,yk+x>c}, 

pour  tout  r  >  0 . 

On  considere  separemrnent  les  evenernents  ct 


•  Sur  ,  on  a  les  rwurronces  suivantes; 

Tk^i  =  {I  +€  B-)Xk  +  cr-y/€Uk, 

yk  =  +  \^Vk  ■.  yk+t  ~  +  \/f  t»t+t  • 

On  deduit  regalite: 

-^(I{-yk*x  -  //+{1  +c  /?_)i/fc)  -  H+H^a-Uk  +  //-t-'A+i  -  /^+(1  +  £  B-)vk  . 

Or.  d’apres  \//3')  on  a  h{Xk')  >  0  et,  pour  £  suffisamment  petit,  on  obtient  la 
rnajoration 

4=i//-  -/4(l  +ci5_)lc,  <  i^,|, 

N/c 

oil 

Zk  -  H+lL<T^Uk  +  H-Vk+i  "  //4.(1  ■¥£  D^)vk 
suit  one  loi  gaussienne  jV{0 ,  +  //i  +  //^(l  +  e  B-Y). 

Soit  [Zkl  le  proce.ssu8  normalise  a.ssocie  a  {Zk}.  Pour  un  risque  a  donne  (^),  on 
determine  A  >  0  tcl  que 

>  -')  <  a, 

par  inversion  dc  la  fonction  de  repartition  de  la  loi  nortnale  ceritree  reduite.  On 
obtient  ainsi  Pexpres-sion  dc  la  constante  cj: 

^  +  //il  +  //^( I  +  £  B-Y 

_ i//--/ui+.fl-)| - • 

•Gencralcnieiu  on  proud  o  =  0,0.5  . 
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•  Sur  un  raison  nomen  t  similairc  au  prwedent  nous  ainene  a  considerer 

une  constanto  doting  par: 


C-i  =  \y/£- 


iHlUlal  +  HI  +  Hli\  +  e  B+y 
|//+ -//_(!+ 


Dans  Ics  applications  numeriques,  pour  une  probabilite  d’erreur  or  donnee,  nous 
prendrons  =  max(ci,C2). 

Remarque  3.2  Dans  les  calculs  de  la  rx)nstante  la  prise  cn  compte  de  la  derive 

introduil  uniquemcnt  des  tonnes  d’ordre  que  nous  negligorons  devant  les 

tcrmes  d’ordre  0{y/i). 

3.2  Test  sur  la  sortie  d^un  des  filtres  de  Kalman-Bucy 

On  se  propose  de  decrire  un  test  capable  de  detecter  les  changemcnts  de  signe 
eventuels  de  ik  a  I’aide  de  la  sortie  obtenue  par  un  des  deux  filtres  de  Kalman- 
Bucy,  par  exemple  (x/t  }•  ba  construction  d’un  tel  test  se  justifie  par  le  fait  que 
“/i(x)  =  0  ssi  X  =  O’’  et  par  la  proposition  suivante: 

Proposition  3.3  Sott  0  <  a  <  b.  Pour  tout  0  >  0,  U  existe  0  >  0,  Sq  >  0  tels  que, 
pour  s  €  (0,fo].  si  on  dcfinil  j'o  =  [a/s]  ct  m  =  ((6  —  a)/e],  on  a: 

P({  max 

En  VII  de  la  demonstration  de  cette  proposition,  on  ctablit  d’abord  le  lernme 
suivant: 

Lemme  3.4  Pour  tout  T  >  0,  il  cxt.ilc  eo  >  0  et  c,  C  >  0  trls  que,  pour  tout 
c  €  (O.Coj.  ^ 

E(exp  max  cx\)<C. 

itsO,  *,171 

Notation  3.5  On  notcra  c,  une  conslanlc.  independante  de  s,  sans  se  soucier  de 
su  ualeur.  Elle  pourm  done  varier  d’ltne  ligne  a  I ’autre. 


Preuve 

La  preuve  de  re  lemme  est  presentee  en  3  etapes  (cl.  chapitre  I  [lemme  2.7]  pour 
la  preuve  analogue  en  temps  continu). 


Etape  1: 

On  demontrc  le  rcsultat  suivant,: 

Lemme  3.6  On  dt'Jinit  le  processus  {;*.}  par 

Zk+i  -  0  ~r£B)zk  + y/eouk,  (3.1) 

oil  Co  es/  une  variable  alealoirt  independante  du  processus  {ujt}  et  il  existe  des 
constantes  Cq,  Cq  >  0  idles  que 

E^ckoco^o)  <  ^0-  (3-2) 

Alors,  pour  tout  7  >  0,  il  existe  Cq  >  0  et  c ,  C  >  0  tels  que,  pour  tout  e  €  (0,5o]. 
m  =  [T/e\, 

E(exp  max  cxl)<C. 

k—0,—,m 


Preuve 

Nous  rc^rivon.s  I’expression  de  Cit+j  en  mettant  en  evidence  une  partie  depen- 
dante  dc  Zq  ct  unc  partie  martingale: 

“*+i  =  (1  +  cB)*{(l  +  £B)zo  +  Mk] , 


avoc 


Afk  =  a-y/s  +  ^B) 


,=o 


=Ui  <  (1  +  +eBfz^  +  2;V/?)  <  !  +  eBfz^  +  2M^] 

D’apre.s  (3.2)  et  I'inegalite  do  Cauchy-Schwartz,  il  est  .suffi.sant  de  montrer  qu’il 
existe  Cq  •  r*.  C"  >  0  tels  que  Ve  6  (0,ioj. 

E(exp  max  eiV/jf)<(?. 

k=0,  ,m-  1 


Or  {.V/jt}  e.si  uri  processus  gaussien  centre  de  vaiiancx?  E[;V/*], 

si  B  =  0, 

/ »  _L  ..  n\'i  /i  A.  ^ 

E(M*1  = 


E(.V/r!  = 

,(l  +eB)-^^ 

B[2  +  eB) 


HI  B  ^  0. 


E(A/^1  < 

'■  "  B{2  +  £B) 


n-13 


.Si  B  >  0, 


J?'  ’  ■•  .  ’ 


Si  /?<0, 


-(1  +  sB)^  +  cxpi2h£B  +  ke^B^) 

,  _____ 


II  existe  done  cq  <’•-  unc  constantc  C  —  C{£o,T)  >  0  tcls  quo  G  (0,eo]) 

max  E(Mt^]<C’. 

<:=0,m  — I 

On  en  dwiuit  rcxis'.ence  de  c,  >  0  tel  qu-i 

lim  sup  E(exp  c,  ., )  <C. 

*-.0 

Vu  qtie  {exp 'M^}  une  sous- martingale,  oii  a: 

E(  max  expcA/^)  <  4  E(expci  <  6', 

jtsrO, •••,«!  —  1 

pour  c  <  Ci/2,  d’oij  le  lemme. 


Etape  2: 

On  introduit  les  notations: 

^  =  sup(l/?j. !/?_!) 

<r  =  sup(i<r+|,|<T_i) 

On  dernonlre  quo  les  moments  d'ordre  2p,  p  €  Ai\  du  processus  {xjt}  peuvcnl  ctre 
majores  par  les  moments  d'ordre  'Ip  du  processus  {;*,.}  defini  par 

j  Zk+i  -  {] +eB)zk  + ^/e(TUk, 

1  ~o  =  ■'■(I- 


En  effet,  d'aprra  requation  d  etat.  on  a 

^l+\  =  5Z  )!■'  [y/e  <7(xfc)  tifcj*'’"-' . 

j=o 

Le  fait  quo  {ut}  esl  un  bruit  blanc  et  que  ujt  est  independanl  de  xjt,  entraine  Tegalite 

Ep&,l=  E  c;''E((x^+^6(^^|)''^/?<T(«))ME(«^'|. 

J^o-.J  pair 
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On  obticnt  la  rnajoration  suivantc: 

On-iV 

El4';,)  <  E  .  +  ^«)'Elxil . 

}=0;j  pair 

D’aulre  pari,  on  note  que 

%?«)=  E, 

j-=:0;j  pair 

Vu  que  zo  =  Xq,  on  obtient 

E[xM<Eix?|.i'  =  o,i,.--,|'r/£i. 

Le  lernmo  3.6  entraine  rexistencc  de  co  >  0  cl  c,  C  >  0  tcls  que  Ve  G  (0,eo]j 

E(exp  max  cxl)<C. 

fc=0,— ,m 


(3.3) 


Etape  3: 

Nou.s  utilisons  la  rnajoration  (3.3)  pour  oblenir  Ic  lemine  3.4.  D’apres  la  forrnule  de 
Taylor,  on  a: 

exprx^^,  =  expcx^ +  2cxj  cxp(cx^)(X;+i  -  x_,) 

+2c  cxp(r<>J)(l  +  2c0j){xj+t  -  X;)*  . 

On  obtienl  Texpres-sion 

k 

expex^^,  =  expcx^  +  2c  -  Xfc_j) 

.1=0 

k 

+2f  5^cxp(r<?^_^)(l  ^2c0l_j){xk^\-j  -  x^-j)'^  ■ 

]=(} 

Pui.sque  \0k\  <  |xi,.|  +  jxjt+ii,  on  a  la  rnajoration 
E(  max  exprxj.^.,} 

fcsO,  ".rri  —  I 


rn  — 1 


<  Efexpcxj^j  +  2cc  /?  E[x'f._^cxp(cx^_j)j 

j=» 


+2cE 


max  x/F  ^o.xp(r<?^  )xfc_^<7(xfc_j)t4_, 

/Tl  —  I 

+4c£  ^  E  [«xp(2c{xL,  +xi(+,_^))  (l  +4c(i2^,_^  +  x^_^)) 

j=o 

(c/?VL,+eT*uL;)l  •  (3-‘) 
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En  utilisant  I’hypothcse  {112),  1 ’illegality  tin  Cauchy- Schwartz  et  le  resultat  (3.3) 
nous  remarquons  que  le  lemme  cst  domontr^  s’il  oxiste  fy  >  0  et  c ,  C  >  0  tels  que 

Vc  €  (0,co], 


Le  processus 


Ef  max  V^^exp(c,xLj)i/i-j<^(^it-j )«*:-;  1  <  C 

A:=0,‘-*,m  — 1  ^7  ' 


Mk  =  ^/e  Y,<^M<^^l-j)^k-j(r{xk-j)uk-j 

j=0 


est  une  .iFfc-inartingale  avec  fk  =  <7(xo,  «oi  • '  •  j  ^k)- 
On  utilise  une  propriete  des  martingales: 

EL  max  .M,^|<4EK.,). 

Vu  que  Uk  el  Xk  sont  independants  et  Xk  est  fk-i  ~  mesurable,  on  a  done 

E[A/Li)  <  (”J-  U^<^^^n'ax_jE(exp(4cx^_,_^)]'/*E[T^„^ 

<  Tc, 

d’aprw  I’inegalite  (3.3),  d’ou  le  lemme  3.4. 


Preuve  (de  la  proposition  3.3) 

Nous  ulilison.s  la  notion  dc  sous-difTerenliel  de  h. 

Puisque  la  fonclion  h  e.sl  convc.xe,  il  existc  pk  apparlenant  an  sous-difTerentiel 
dc  h  a  un  point  Ok  tel  que 

=  ft(jrk)  +  Pk(ik+\  -  ^k) 


|Pti<sup(i/M,j//.|)^//. 

On  definit 

Zk  =  hiTk)-n^xt. 

D’apres  I’equation  du  filtre  et  Pequation  d’etat,  on  obtient  rc.xpression  recur- 
rente: 

^Jt+i  =  f>^k  +  eK^k)Pki^  -  //+ A'+)  +  y/la{xk)pk{l  -  H+K+)uk  +  y/e  H+K+Vk+t . 


Ai{l-f€B+)(l-//+AV). 
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On  remarque  que  0  <  ^  <  1.  On  utilise  celte  recurrence  jusqu’au  terme  On 
etablit  ainsi  la  majuration; 


A*  — lO 


I4+.I  <  +  + 


J=0 

k—to  k—io 


(3.5) 


j=0  j=0 


On  traite  les  quatre  termes  separemment.  L’inegalile  de  Bienayme  Tchebichev  et 
le  fait  que  E(jZ,o|]  <  c  avec  to  =  impliquc 


D’autre  part,  en  utilisant  le  leinine  3.-1,  on  obtient  la  rnajoration 

p  (/f;  >^)< 

Le  leinme  2.1  dans  le  chapitre  I  entraine 

/  k-,0 

pL^j^piut.j 

\  j=o 


<  P 


y^=io. -.to+m-l  ACy/e  )  6 


done  il  exi.ste  fo  >  0  i-<'l  Ve  €  (O.coj. 

De  meme  pour  le  1'"'  terme  a  droite  dan.s  I'expression  (3.5),  on  a: 

De  Texpression  (3.5),  en  utilisant  les  quatre  rnajoralions  ci-de.ssus,  on  obtient  la 
proposition  3.3. 

□ 


Soil  cph-  unc  constantc  strictement  positive  a  determiner. 

On  definil  revenernent  test  suivant: 

A 

!  >  CPK  ;  k  =  i„,  ?o  +  1 ,  •  •  • ,  to  +  »n}  . 

Comme  conscVjuence  de  la  pro[>osition  3.3,  on  obtient  Ic  thcoreme  suivant; 

If- 17 


I 


i 


Theoreme  3.7  II  existe  0  >  0,  Cq  >  0  tels  que,  pour  e  G  (0,eo]>  on  a: 

P((A+UA-yiC) 

Preuve  La  preuve  de  ce  theoreme  suit  pas  a  pas  celle  du  resultat  equivalent  en 
temps  continu  (cf.  chapitre  I  [Theoreme  3.4]), 

□ 


Determination  de  la  constante  cfk' 

On  cherche  une  constante  cpfc  telle  que  la  probabilite 

P  <  0}  I  {|zitl  >  CfK  ,  lifc+il  >  Cf/f}) 

soit  faible. 

On  considere  y*  comme  une  approximation  de  h{xk).  Dans  I’etude  precedente, 
pour  une  probabilite  d’erreur  a  donnee,  on  a  determine  une  constante  Coi,  permet- 
tant  de  tester  au  vu  de  yt,  I’occurence  d’un  changement  du  signe  de  ijt-  Or,  un 
changement  de  signe  de  Xk  est  directement  lie  au  fait  que  h{xk)  devient  “petit”. 
Si  /f+Xfc  ®tait  une  meilleure  approximation  de  h{xk)  que  y*,  tout  au  moins  aux 
alentours  de  zero,  la  probabilite  d’erreur  du  test  “xjj’  >  serait  minoree 

par  a.  Nous  ne  savons  pas  si  cette  condition  est  verifiee,  mais,  sur  I’evenement  A+, 
le  filtre  x^  est  une  meilleure  approximation  de  x„,  que  ym//f+.  Et,  en  tout  c«is,  la 
proposition  3.3  nous  assure  que  I’ecart  |/i(ijt)  — /Z+zjf  |  est  petit  avec  une  probabilite 
proche  de  1.  II  semble  alors  raisonnable  de  penser  que  le  test  “ij  >  C(,4j///+” 
permettra  de  detecter  convenablement  les  passages  de  x*  par  0.  Nous  proposons 
done  pour  constante 

CFK  =  Cobs/  \H+\. 

Le  meme  type  de  raisonement  est  valable  quand  le  test  est  applique  sur  le  filtre 
au  lieu  du  filtre  ijj’.  Nous  prenons  lors 


CfK  —  0of,3  /  I  I  • 


Sans  perte  de  generalite  on  considerera  par  la  suite  un  seul  intervalle  [a,b] 
representant  I’intervalle  de  temps  durant  lequel  il  n’y  a  pas  de  passage  a  0,  avec 
une  probabilite  d’erreur  donnee,  I'o  et  m  seront  definis  comme  en  debut  de  cette 
section. 
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4  Sous  I’hypothese  (HDl):  decider  du  signe  de 

Xk 

Dans  ce  paragraphe,  nous  presentons  deux  tests  permettant  de  choisir  entre  les 
evenements  A+  et  v4_,  dans  le  cas  ou  le  probleme  de  filtrage  lineaire  par  morceaux 
verifie  Thypothese  (HDl).  Ces  tests  ont  ete  etudies  dans  [4].  Le  probleme  analogue 
en  temps  continu  a  ete  traite  dans  (3).  Le  premier  test  considere,  dit  de  la  variation 
quadratique,  n’est  applicable  que  sous  I’hypothese  {HDl).  Le  second  test,  du  type 
rapport  de  vraisemblance  sur  les  sorties  du  filtre  de  Kalman-Bucy,  pourra  etre 
adapte  au  cas  ou  I’hypothese  {HD2)  est  verifiee  (cf.  paragraphe  5.2).  Le  premier 
test  sera  done  introduit  de  fa^^n  breve.  Le  deuxieme  test  sera  decrit  de  fa^on  plus 
detaillee,  puisque  la  meme  idee  sera  utilisee  par  la  suite. 

Dans  [4],  les  auteurs  ont  mis  en  oeuvre  ces  tests  sous  deux  formes:  test  a  taille 
d’echantillon  fix^  et  test  sequentiel.  D’apres  leur  etude,  les  tests  sequentieis  .sem- 
blent  plus  interessants  que  ceux  a  taille  d’echantillon  fixee,  vis  a  vis  du  critere  du 
“temps  moyen  pour  prendre  une  decision”.  Nous  ne  presenterons  done  que  les  tests 
sequentieis. 


4.1  Test  de  la  variation  quadratique 

On  considere  un  test  d’hypoth^es  base  sur  la  variation  quadratique  de  la  suite 
d ’observations  y*  pour  decider  entre  les  deux  alternatives  “/I4."  et  Cette 

decision  est  prise  sur  N  observations  (0  <  yV  <  m)  dans  un  intervalle  de  monotonie 
obtenu  par  un  des  tests  introduits  dans  le  paragraphe  3.  On  considere  N  comme 
etant  un  temps  d’arret. 

Sans  restreindre  la  generalite  du  probleme,  on  suppose  que  B+  =  =  B . 

Remarque  4.1  Le  fait  de  considerer  R+  et  distincts  a  pour  unique  consequen¬ 
ce  I’introduction  de  termes  negligeablcs  dans  les  expressions,  la  procedure  restant 
essentiellement  la  meme. 

Notons: 

^Jt  =  yt+t  -  (1  +  Rejyt, 

=  H^o^  -f-  1  +  ( 1  +  Bc)^ , 

Ti  =  Hlal  +  I  +  {\  +  Be)\ 

Alors 

•  si  ijt  >  0  et  li+i  >  0,  la  variable  aleatoire  At  suit  une  loi  gaussienne  de 
moyenne  nulle  et  de  variance  T^e 

•  si  a:*  <  0  et  Xk+i  <  0,  la  variable  aleatoire  A*  suit  une  loi  gaussienne  de 
moyenne  nulle  et  de  variance  Tie. 


IM9 


L’hypothiw  de  deipctabilitc  {If  D\)  impHquc 

5^  Ti . 


Le  probleme  de  dwider  cntrc  les  alternatives  “>4+”  et  conduit  a  un  test 

d’hypothescs  sur  ces  variances. 

On  definit  le  rapport  logarilhrnique 


Zfc  =  ln 


A'{A,,0,rU) 

jsr{A,Arie) 


) 


ou  vV’(x,p,')^)  represente  la  densite  dc  la  loi  gaussienne  de  parametres  //  et  7*  et  la 
serie 


lO+n 

s.,  =  E2‘. 


<r=<0 


oil  0  <  n  <  n?,  I'o  et  m  etant  definis  dans  le  paragraphe  3. 
On  obtient  les  expressions  suivantes: 


Zk-  og^^+-  j  ^ 

et 

5n  -  (n  +  1)  log  T^.  J  ^ 

Soil  /]  >  0  et  /j  >  0  fixCT,  on  introduit  le  temps  d’arret  N* : 


N*  =  inf{n  >  0  :  S„  <  — /j  ou  >  12]  Am. 

On  dccrii  le  test  comme  suit:  si  5a'*  >  I2  on  accepte  “4+”  et  si  <  — /j  on 
accepte  sinon  on  dira  que  le  test  ne  permet  pas  de  decider. 

II  reste  a  proposer  une  methodc  dc  determination  des  homes  /j  et  I2.  On  approche 
le  processus  discret  {e  5„}  par  un  certain  processus  de  diffusion  dont  on  ecrit  les 
(kjuations  sous  “.4+”  et  sous  “/4_”.  On  obtient  ainsi,  par  la  formule  de  Dynkin,  des 
equations  differentielles  ordinaires  permettant  de  calculer  les  temps  moyens  pour 
prendre  une  decision  E(T+)  et  E“(7’*)  et  pour  les  probability  d’erreur  p+  et  p_  (cf. 
[Fleming-Risliel]). 

On  introduit  ly  notations 

fi+ 
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=  i"SY^+5(4-4)n 

-  -■hm-l)-'- 


=  5(^-:^)v/T1  +  2(I+B£)». 


La  rwolution  dcas  ^uations  nous  donne  comme  solution: 

1  _  6-'*+/^'+  '» 


P+  = 

P-  = 


j.P+/7+/|  _  f.-><+/TrJ /j 
1  _ 


h  _  fM-l'P-  ^ 

1’^'  ■ 

8^1  . 


(4.1) 

(4.2) 


ou 


•  p+  cst  “la  probabilite  de  refuser  a  tort”, 

•  p_  cst  “la  probabilite  de  refu.ser  “^4.”  a  tort”, 

•  el  T*  sont  les  temps  d ’arret 

T*  =  inf{i  :  Q  >  o<i  C<  ~^/i}  ’  posiiif, 

el 

T*  =  inf{<  :  h  on  C<  ^  f  /i }  <  Ic  cas  negatif  . 

Pour  des  probabilitcs  d’orreur  p+  el  p_  donnees  (^),  les  expressions  (4.1 )  et  (4.2) 
permettent  de  calculcr  les  bornes  /j  et  I2. 

4.2  Test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  sorties  des 
filtres  de  Kalman-Bucy 

On  decrit  un  autre  test  du  type  rapport  do  vraisemblance  pour  decider  entre  les 
deux  alternatives  “.44.”  ct  L’idee  de  ee  test  est  la  suivante: 

^Generalcnient  on  prcnd  p+  =  p_  =  0.05  . 
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Soil  I'l  un  cntior,  »o  <  ti  <  i'o  +  tn.  Intuitivcment,  on  s’attend  a  ce  que  hi,  = 
E{h{Xk)\yQ)  soil  tres  prochc  de  Pour  ii  <  k  < 

to  +  m.  On  a 


sur /!+  :  yi,  =  //+(!+ 

sur  i4_  :  y*  =  H-{\  +  eB.)Xk_i  +  v^, 


oil  et  {vk)  pcuvent  etrc  considers  coinme  des  bruits  blancs  gaussinns  dits 
•‘processus  d’innovation”  (cf.  section  2). 

On  pose 

Zk  =  //+(!  +  eB+)xt  -  //-(I  +  eB_)x]; 
et  on  prcnd  pour  statistique  de  test  ie  rapport  logarithmiquc  suivant: 


i]  +n 


M+n 


E  Z.VM  -  5  E  (("+(> + 

k=ii  k=ii 


avec  i\  <n  <  m. 

La  statistique  //„  se  reecrit  sous  la  forme  suivante: 


* 

Sur  .4+  :  L„ 

Sur  A-  : 


]  'i+n  1  M+n 

+  Zkt'k+i  ■ 

Ar=i|  k=ii 

1  M+n  1  M+n 

-  j7  E  +  7  E  • 


Ar=ij 


Arsrii 


On  note  R,,  le  ternie  de  precision  du  test: 


1  M+n 

^  jt=., 


Pour  R„  ■‘suffisammcnt  grarur ,  Ic  signe  de  pcrmet  do  choisir  cntrc  les  alternatives 
•'A-''  et 

Soit  /j  >  0  et  1-2  >  0  des  bornes  fixecs,  on  inlroduit  Ic  temps  d’arret  ,V  : 

;V*  =  inf{T?  >  t'l  :  L„  >  1-2  ou  Ln  ^  —l\}  Am . 

On  applique  la  regie  de  decision  qui  suit. 


Regie  de  decision: 

•  ^>'  /^.v*  >  ^21  on  dtkide 


n-*22 


•  Si  Ln*  <  — /i,  on  decide 

•  Sinon,  on  ne  pent  pas  decider. 

11  nous  reste  a  calculer  les  homes  l\  et  pour  une  probabilite  d’erreur  donnee  a 
et  a  estimer  les  temps  moyens  pour  atteindre  une  d^ision.  Le  raisonnement  presente 
par  la  suite  constitue  une  justification  purement  heuristique  du  choix  des  constantes 
li  et  I2.  II  n’a  pas  la  pretention  d’etre  une  preuve  rigoureuse. 

Si  on  se  place  dans  Ic  cadre  de  I’hypothese  d’apres  les  equations  des 

filtres  de  Kalman-Bucy  (2.3)  et  (2.4),  on  a: 

=  (l+eB.)(l-/^_A'_)^*  +  e(l+e5+)(5+-.B_)//+4 

+  eB+)  -  A'_(l  +  eB.))uU,.  (4.3) 


Remarque  4.2  Sous  (HDl),  H+K+  —  H.K-  est  d’ordre  0(1). 

Vu  que  les  filtres  en  question  sont  a  “memoire  courte”,  d’apr^  I’expression  (4.3), 
I’hypoth^  d’independance  sur  de  et  nous  permet  de  supposer  “I’in- 
dependance”  de  Zk  et  •'k+i  a  partir  d’un  certain  instant  t,  >  io- 

Remarque  4.3  On  a  la  majoration 

(l+eR_)(l-//-A:_)<l. 

Pour  un  intervalle  de  monotonie  sufliisament  grand,  nous  supposons  que  la  situation 
stationnaire  est  atteinte.  Dans  le  cas  ou  B+  ^  B-  nous  emettons  done  I’hypothese 
supplementaire: 

{HA)  :  R+  <  0,  <  0. 

On  obtient  alors 

•  si  5+  =  =  B,  dans  une  situation  asyinptotique, 

.  {\^eBf{H^K^-H.K.f 

’  i-(i+£R)2(//+a'+-//_a’_)2 

•  si  R+  <  0,  ;  /!+]  admet  une  solution  d’^uilibre: 


E[ir;/1+] 


_ ^ 

iR+|(2  +  £R+) 
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En  utilisant  I’inogalitc 


i 


I 


i 

I 

i 

I 


m  it ;  ^+1  s  2^  nn ; »+) + y  . 

et  la  majoration  suivante,  pour  e  “aasoz  petit”, 

(1  +eB_)2(l  -  H.K.f  +  -  B-|{1  -  //-A'_)(l  +£B+)(1  +  eB_) 

<  1  -  //_A'_(2  -  //_  A.)  +  cV?  <  1 , 

on  obtient  I'estimation 


<  (!-//_  A'_ (2  -  A_  A'_ )  +  c  v^)E[;?fc* ;  A+] 

+e^f^{\+eB+){l+eB.)\B+  -  i?_|(l  -  //_A'_)//+E[x+^  ,4+] 

+e  [//+A+(1  +£fi+)  -  //_A'_(1  +  £B_)pi9+ 

+£^(1  +  cB+)\B+  -  B-fHlE[i^^]A+] . 

Dans  une  situation  stationnaire,  on  a 

E(;?^>4+)<  A+£  +  ce^/^ 


ou 

(//^AV-//,A-) 
n.h’42-  H.K.)  ^ 


De  plus,  pour  un  certain  no,  on  pent  considerer  Zk  comme  une  combinaison 
lin^ire  de  t't-no'' "  '^k  •  processus  ^k  =  ^k^k+\  approximativemenl 

un  processus  mclangcant.  En  consequence,  on  approche  eLn  par  Ic  processus  do 
diffusion  {C<;  f  =  cn}  solution  de  I’equation  differentiellc  stochaslique 

dC,  =  A+/2d<  +  ^£A+d+  dW^. 

Comme  pour  le  test  de  la  variation  quadratique,  on  obtient  la  probabilitc  d’errcur 
P+  =  ^({Cr;  =  -c/i}|A+): 

-  t 

oil  csl  le  temps  d’arret  defmi  par 


T+  =  inf{/  :  g  >  e/j  ou  <  —sli} 


et  f)+  =  1  /O'*' . 


l 


t 

i 

t 
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Si  on  se  place  dans  le  cadre  de  I’hypothese  par  un  raisonnement 

identique  au  pr^edent,  on  obtient  la  probabilite  d’erreur  p_  =  P({Cti  =  £^2}|'^-)- 
Elle  est  donnw  par: 

1  -  e-”-'* 

P-  ”  c"-'*  -  ’ 

avec  p-  = 

Pour  des  valeurs  de  p+  et  p_  donnees  (■*),  on  determine  les  bornes  de  precision 
/i  et  /j  et  on  estime  les  temps  moyens  pour  prendre  une  decision: 


Remarque  4.4  Dans  [4],  les  auteurs  constatent  qu’en  pratique  le  temps  moyeri 
pour  prendre  une  decision  est  plus  long  pour  le  test  du  rapport  de  vraisemblance 
que  pour  le  test  de  la  variation  quadratique. 


I 

St 


t 


\ 


5 


Sous  Phypothese  (HD2):  decider  du  signe  de 

Xk 

Sous  I’hypothcse  {1102):  P  =  (//_<7_)^  =  (//+<t+)*  rt  B+,  Ic  test  de  la 

variation  quadratiqne  n’est  pas  applicable.  En  rcmplacement  nous  considerons  un 
test  du  type  rapport  de  vraisemblatice  sur  les  observations  yk.  Puis  nous  adapterons, 
sous  cette  hypothc^e,  le  test  du  rapport  de  vraiseinblance  sur  les  sorties  des  filtres 
de  Kalman-Bucy,  pr^ente  dans  le  paragraphe  precedent  sous  I’hypoth^e  {HD\). 

5.1  Test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  acroisse> 
ments  des  observations 

Ce  test  est  deduit  de  I’etude  du  cas  £  =  0. 


Le  cas  £  =  0 

On  considere  le  systeme  suivant: 

f  X*+l  =  Xk  +  Atb{Xk)  +  \/Ki<T{Xk)Uk, 

<  v5-l) 

(  yk  =  h{xk). 

L’cquation  d'etat  de  cc  systeme  generalise  celle  du  systeme  discret  (1.4)  a  un  pas 
de  temps  At  . 

Le  probleme  est  dc  determiner  le  signe  de  x*  pour  k  =  ?o>  *o  +  ^  t  •  *  •  i*o  +  l-c 
lest  d’hypolheies  est  fail  sur  les  ob.servations  (?/;,  j’o  +  1  S  k  <io  +  m}. 

On  considere  la  filtration  ou  =  cr  {x,o,u,„,  •  •  -  ,Uk},  to  ^  k  <  ig  +  m. 

Sur  A+ :  yk+t  =  (I  +  AtB+)yk  +  .  (5.2) 

oil  k  >  j’o}  est  un  .F.^^-hruil  blanc  gaussien  pour  une  probabilite  P'*'  telle  que 
P+(D)=  P(D),VDC.4+. 


Sur  .4_  :  yk^i  =  (1  +  AlB-)yk  +  y/Airu^  .  (5.3) 

oil  (Uk;  k  >  j'o}  est  un  .?^,^-bruit  blanc  gau.ssien  pour  une  probabilite  P~  telle  quo 
P-(D)  =  P{D)yD  C  A.. 


Le  processtw  [yk]  k  >  1^+  ]}  est 
+30  P-p.s. 


lo  +  m 

-mcsurable  (i.e.  previsible)  et  f/l  < 

k=io 
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On  utilise  unc  v'crsion  discrete  du  thcorome  dc  Girsanov  (r.f.  [lOj)  et,  vu  quo 
D-  ^  /?+,  on  prend  pour  statistique  le  logarithinc  du  rapport  dc  vraisernblanco: 

dP+ 

^  1 

//P-  '<-'0+"  ’ 


dP-  jr'o-l 
*0 


ou  1  <  n  <  m  —  1.  On  a  la  forniule: 


1  <o+n  1  io+n 

i„  =  =j  (Bt-B.)  E  w(ii**.-W)-5Al(B;-Bi)  £  iil 


t=IO  +  l 


A-=io+l 


Sur  I’cvenemcnt  ^4^.,  la  statislique  L„  se  reecrit  sous  la  forme: 


A:=io+l 


A:=io+l 


Sur  revenemenl  .4_,  on  a: 


L„  =  --At - — -  ^  yl  +  y/Kt - - -  Y1  Vk^k-  (5-^) 

“  A:=:>o+l  k=io+l 


On  pose 


i=>o+l 


On  appelle  le  terme  de  pr^ision.  Pour  R„  grand,  LnlRn  <?st  proche  de  ±  1/2 
el  la  probabilite  d’erreur  est  faible.  Si  Z,„  >  0  on  decide  ,4+  ct  si  /.„  <  0  on  decide 

On  etablil  le  resultat  suivant: 

Theoreme  5.1  Soit  r  >  0.  Vn  tel  qut  Iq  <  n  <m  —  \ ,  on  a: 

P({L„<0}n{/?„>r}n4+})  < 

>0}n{/?„  >r)  n.4_})  < 


Preuve  La  demonstration  est  idonti(|uc  pour  ies  deux  inegalitcis.  Considcrons  par 
exemple  la  premiere. 

On  iniroduit  la  martingale  exponenticlle 

Zk  =  exp  j  WAl - - -  -  2^  - p -  2-  v.  >  , 


I  *  1=10+1  ^  ‘  *=>0+1  J 


avec  A  <  0  et  on  raisonne  comme  dans  le  cas  continu  (cf.  chapitre  I  [prop.5.5]).  □ 

Lcs  calculs  qui  suivent  utilisent  le  fail  qu’unc  situation  stationnaire  est  ncc^sai- 
rement  atteintc  par  {y^},  raison  pour  iaqucllc  nous  ernettons  Thypotheie  supple- 
mentaire: 


I 


t 


( 

! 

I 


i 


(H4):  /?+  <  0  <!t  B-  <  0 . 

On  dwrit  deux  procedures  de  niise  on  oeuvre  do  cc  lest  sous  forrne  scquentielle. 

Premiere  procedure: 

Pour  r  fixe,  on  introduit  le  temps  d’arret  N* ; 

N*  =  inf{n  >1  :  R„>r)  Am. 

•  Si  ;V*  <  m  : 

-  si  Ls>  >  0  on  decide  j4+  , 

-  si  Lf/t  <  0  on  decide  A_  ; 

•  Sinoii  on  ne  pent  pas  decider. 

Nous  devons  done  proposer  une  methode  de  determination  de  la  conslante  r. 
On  considere  le  problerne  sur  A+  et  sur  .4_  et  on  choisit  r  =  max(r_,r+). 


Sur  I’evenement  .4+,  on  pose 


/ —  -  D  'j±r 


k=io  +  l 


La  statistique  L„  se  reecrit  sous  la  forme: 


+  AC. 


On  introduit  le  temps  d’arrel  ;V^  : 

=  inf{n  >1  :  /?„  >  }  . 


On  a  que  /?.v«  csl  approximativernenl  cgal  a  r^. . 

On  chcrche  a  determiner  une  constanle  r+  telle  que,  pour  une  probabililc  1  —  o 
donnee,  le  lerrne  de  precision  soil  significalif  dans  le  calcul  de  L.v*.  Dans  d’aulres 
termes,  on  cberche  r+  telle  que: 

}!•''+)  ^  o-  (5-") 

D’apres  (5.2).  on  rtxVrit  yk  sous  la  forme  .suivante: 


no-l 

//t+,  =  (1  +  AlB+Y'Oyk+i-,.,  +  v/A/r  (1  +  MB+Yut_, . 

»=o 
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L’hypothMc  (//4)  iions  perinet  de  considerer  comrne  ime  combinaison  Hncaire  des 
variables  aleatoires  gaussienncs  et  indq>endant<rs  ttt-no+iy“  ‘  =  Vk'^t- 

Lc  proa’ssus  {^fc,io+no—  1  <  A'  <  <^1-  alors  approximativement  un  processus 

inclangeant.  De  plus,  la  valeur  stationnaire  de  E{yl ;  >4+)  est  approchee  par 


A+  = 


r* 


-/?+(2  +  A/fl+)' 

D’apris  lc  theoreme  fonctionriol  de  limite  centrale  [2][lh.20.l], 

-7=  E 

V^+  Ar=.„+1 

oil  t  =  nAt  et  {Wi}  est  un  processus  de  Wiener  standard. 

On  deduit  do  ce  qui  precede  que  suit  approximativement  une  loi  normale 


V  -B,(2  +  AiB+); 


Vu  que  /?.v*  %  r^.,  on  obtient  la  relation  suivantc  entrc  et  ;V* : 

(B^  -  B.)^ 


.v;  A/ 


•B+(2  +  A/B+) 


Alors  I’inegalile  (5.7)  devient: 


I  I  \ 


On  choisit 


r+  =  4  A^ 

avec  A  obletiu  par  la  table  de  la  loi  normale  cetitriV  reduile. 
Sur  I’evenement  ,4_,  on  prend 

r_  =  4  A^ 

et  on  a  la  relation  suivante  entrc  r_  et  A'l : 

(B+  -  B.)-^ 


r_  J5s 


-B_(2  + A<B_) 


Exetnple  5.2  Pour  B_  =  -1,  B+  =  -0.25  ct  a  =  0.05,  on  obtient  r  =  10.89.  Pour 
les  estimations  des  temps  moyens,  on  obtient:  A/;V*  =  9.66,  A/,Vl  =  38.52. 
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Deuxieme  procedure: 

II  senible  quo  dans  lo  test  pree^ent,  lo  temps  d’attente  pour  prendre  unc  decision 
soit  “trop’’  long.  En  elTet  les  homes  r+  et  r_  sont  determinecs  indepcndammcnl 
Tune  de  I’autre.  Pour  reduire  cette  durcc,  nous  proposons  unc  autre  procedure. 

Pour  des  constantes  l\  >  0,  /2  >  0  a  determiner,  on  introduit  le  temps  d'arret 
A'*: 

N*  =  inf{n  >  to  t.q.  /y„  >  /j  on  Ln  <  — /i}  A  rn . 

Regie  de  decision  : 

•  Si  Ls’‘  >  li  on  d^ide 

•  Si  i,v.  <  —lx  on  decide 

•  Sinon,  on  ne  peut  pas  decider. 

On  utilise  a  nouveau  I’approximation  des  processus  discrets  par  des  diffusions  pour 
determiner  les  constantes  l\  et  /j. 

Sur  .4+,  on  approche  Z,„  par  <  =  A<  n},  oil  {(,}  est  le  processus  de  diffu.sion 
defini  par  IVquation  differentielle  stochastique 

On  introduit  le  temps  d’arret  T^: 

T+  =  inf  {<  >  0  :  (,  >  I2  ou  C,  <  . 

On  definit  la  probabilite  p+{x)  =  ^0  =  =  — /i}|4+).  En  utilisant  la  formule 

de  Dynkin,  on  obtient  I’equalion  differentielle  ordinaire  suivante: 

P+  +  P+  =  0 

P+{-li)  =  1 ,  p+{h)  =0. 

La  resolution  de  cette  equation  nous  donne  la  probabilite  do  “refuser  a  tort 
p+  =  p+(0)  (cf.  (6][chapV.th7.1  j): 

1  -  c"'» 

“  jTzrph- 

Par  un  rai.sonnement  identique  sur  .4_,  on  obtient  Texpression  de  la  probabilite 
d’erreiir  p_  =  P-{0) : 
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Do  nionio,  on  caloulc  Ics  tornps  riioy<‘rjs  pour  prondro  tine  ddcisiori  on  rosolvant 
deux  oquations  diffdronliollc's  ordinair<'s.  (of.  {6|[oiiai)V.t.h7.l]j.  Plus  prdoi.sdinont 
E(n  )  est  donnc  par  la  solution  de  I'dquation 

J  - Tr^ - 3^  + - Jn - 5+ +  1=0 

I  </+(-M  =  .^+(^2)  =  0 

au  point  0. 

On  obtient  E(7’*)  <le  facjon  similairo: 


E(r;) 

E(r) 


-2g.^(2-f  Af /?+) 

(fi+  -  B.r 


[h  —  P+ih  +  h); , 


-2/?_{2  +  A<  /?_) 


-  P-(^l  +  • 


Remarque  5.3  Dans  les  applications,  on  prond  gdncralomcnt  =  />.  =  o.  Ainsi 
•:n  simple  calcul  nous  donne 

/,  =  4  =  In  . 

Q 


ct  on  note  (}uo 

E(r:)«|^E(r;). 


Exemple  5.4  Pour  /?_  =  -1,  /?+  =  —0.25  et  o  =  0.05,  on  obtient  /j  ••  /2  =  2.94. 
Les  temps  rnoyens  sont  alors  E{T*)  =  4.70  ct  E{T‘)  =  18.79. 


Remarque  5.5  Pour  comparer  les  temps  moycnsdes  deux  proc^un.s.oi  s'inlens.sc 
au  signe  de  I'expression: 

2A^-(1  -2o)ln^^^. 

o 

avec  A  tel  que  — ~  /  c~^  —  o. 

On  verifie  nurn«'Tiquemerit  quc  cetle  expre.ssion  est  positive,  VO  <  o  <  1/2.  On 
en  deduit  que  pour  une  probabililed’erreur  donnec,  les  temps  rnoyens  de  la  p’cmiere 
procedure  sont  plus  grand.s  que  ceux  de  la  deuxicme.  Cette  difference  est  d’autant 
plus  grande  quc  o  est  petit. 


En  preparation  de  I’ctude  du  cas  c  >  0,  nous  rcecrivons  la  statistiquc  L,,  sous 
une  autre  forme.  Rn  utilisant  Pegalile 


Uk{yk+\ 


-  <jU,  +  il) 
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on  obticnt 


^'"  “*  ora  '2^<o+n+i  ~  ^10+1/  51^2  2-/  Wk-^l  —  Uk) 


*=I0  +  l 


.  Bl-Bl  ‘i+"  , 

E  A- 

fc=to+l 

Lemme  5.6  Sur  .4+  U  i4_,  on  a  Vcstimation: 

t'o+n 


E  (J/*+>  -  A<  =  c?(n/a7)  . 

fc=io+l 


Preuve  Demontrons,  par  cxcinple,  re  rcsultat  sur  revenement  /!+. 
Sur  4+,  on  a  : 


.1  =  h  +  Ai  H+  B+  Xk  +  >/A/  (r+  H+  u*  , 


<rou  Texpression: 

to+n 


E  (w+i  -  A?  =  A/^  Hi  Bl  ■£  4  +  AI  r>  £ 

^■=»0+l  fc=IO+l  ^'=10+1 

lo+n 

fc=IO  +  I 


On  oblienl  Pesliinalion: 


«o+n  io  +  « 

E  E  {yk+i-hf  ;A+  <Al^JllBl  E  E(x^)  +  A/nr' 

^=10+1  Ar=io  +  1 


L’egalitc 

10+n 

lo+ll 

E  (  E 

«t)(  E  =0' 

^■='0+1 

*=•0  +  1 

entrainc 

\fc=IO+l  / 


<  E 


L'Hinij 


E  +  2  A/^^^  <7+  ujt 

-*o+i  fc=io+i  y 


+A/2r'E 


/  <o+n  \  ^ 

1  '0+« 

iQ+n  \ 

E  -n 

+  2At^rUllBlE 

«4)(  E  "^*1 

\4=io+l  / 

_  \4=io+l 

4=10+1  /  _ 

»0+« 

-2At^ur^  IIlBl  £  E(Tf.).  (5.8) 

A:=io  +  l 


On  reniar<juc  quc 

E 


<o+n 

(  E  -If 

k=io+l 


>o+»i 


=  E  E(«i) +  «(n- 1)  =«(«  +  2)-. 

Ar=io+t 


puisque  {u^}  e.st  iin  bruit  blanc  standard.  Ainsi  on  a: 

21 


A<T"E 


r  *0+n  ) 

E  -I 

14=10+1  J 


At^n^T*  =  2At^nr* 


On  utilise  Tinegalite  {a  +  b)^  <  2a^  +  2b^  pour  trailer  Ic  premier  terme  de  (5.8) 
et  I’inegalite  de  Cauchy  -  Schwartz  pour  le  troisieine.  Vu  que  Ics  moments  d’ordre 
2  et  4  de  Xk  sont  finis  sur  rinlervalle  [a,6j  ei  que  n  <  (6  —  a)/ At ,  on  obtient  la 
rnajoration  suivanie: 


E 


•o+n 


E  (i/fc+i-W)'-r^»A/ 

14=10+1  / 


<  c„,(,  At , 


oil  ro,4  cst  une  constante  positive  dependanie  de  I’intervallc  [n,6]  fi.xe. 
Sur  revenemoril  .4_.  la  demonstration  <'sl  sirnilairc. 


□ 


Le  cas  c  >  0 

On  definit  la  stalistique  /,'  cornine  il  .suit 

/?+  -  B 


//„  = 


TfT— -yil+i)  - 
Bl-Bl 

^  2  2-  'Jk- 


(5.!)) 


4=10+1 


On  considere  At  =  c  el  on  s'intercssc  a  I'lVarl  L\  — 

Theoreme  5.7  Sur  lea  cvincmenlsC  it  C  Jejinis  dans  le  paragraphe  3,  on  a: 
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Preuve 

On  dcmontre  d ’abort!  que  L\  —  /<„  esl  d’ordre  0{y/£)  sar  /!+  U  .4_. 


1^—1  — 


n+-B^ 

2n 

B^-B. 


((Vjo+n  ^lo+n)  (Vto+1  ^I’o+l)) 


I'o+n 

E  (y*+>  “  ykf  -  n  £■ 

fc=to+l 


'  2P 

na  _  n?  io+n 

E  ivl-yl)- 


t=io+> 


L’egalite 

implique 


K- 


In  = 


yl-yl  =  \/^^k  (2  A(a:*)  +  y/e  vt) 


B  ~~  B 

(^lo+n+l  ^*(^io+n+l)  ■“  *■’10  +  1  ^(^10+1)) 


+ 


pv 

B+-B, 

2P 


•o+n 


Y,  {Hxk+i)  -  h{xk)f  -r^ne 


<r=«0+l 


+c— YiT“("«o+n  +  l+<+l)-^^  E 


+£ 


2n 

'0+'' 


<r=io+l 


2  4^ 


2p 


^  =  *0+1 


Sacbani  quo  {?•*}  est  an  bruit  blanc  gacssien  statidard  ct  que  lous  Ics  moments 
de  Xk  sont  finis  pour  k  <m.  on  dcduil  a  I’aide  du  lemmc  5.6  que  I/„  -  L„  esl  d’ordre 
C?(y^)  sur  .4+  U  .4_. 

Pour  raisonner  sur  C,  on  utilise  la  majoration 

E[{L‘„-L„f -X]  <  E[{L‘„-L„f;A^UA-] 

^-E{(/4.-/.„)^Cn(/l+u4_)^ 

De  I’inegalite  de  Cauchy-Schwartz,  on  obtient 

E|(i;  -  L,.f  ;  C|  <  E((t;  -  PIC  n  (.4+  U  A.r\'P  +ce. 

A  I’aidc  du  lemme  3.4,  on  rnontre  quo  E[(i[-*  —  Ln)*]  <  c  et  du  tliTOrerne  3.1,  on 
deduit  le  resultat  .sur  C. 

De  memo,  du  thcorcmc  3.7,  on  deduit  Ic  resultat  sur  C.  □ 
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Etant  donne  que  les  homes  determinees  dans  le  paragraphe  5.1  sont  d’ordre 
0(1),  il  est  done  legitime  d’aprw  le  rcsultat  precedent  de  les  utiliser  pour  tester  L*. 

D’apres  la  remarque  5.5,  nous  avons  choisi  de  mettre  en  oeuvre  le  test  selon  sa 
deuxieme  version. 


5.2  Test  du  rapport  de  vraisemblance  sur  les  sorties  des 
filtres  de  Kalman-Bucy 

On  montre  que  la  statistique  Zn,  utilisee  dans  le  paragraphe  4.2  sous  I’hypothese 
(HDl),  permet  encore  de  decider  entre  les  alternatives  et  sous  I’hypo- 
th^c  iHD2). 

Soit  t'o  <  il  <  t'o  +  w  •  On  a 


I  M+n  I  i|+n 

i.  =  -  E  E  ((«+<>  +  -  (H-  (1  +  . 


A:=ii 


OU  Zk  =  //+(1  +  £B+}Xk  -  //_(!  +  £B-)xI  . 

On  rappelle  la  definition  du  terrnc  de  precision  du  test: 


»  M+n 
^  fc=.| 


Sur  A+,  a  partir  de  I’expression  recurrente  (4.3)  de  Zk,  on  obtient 

E[Zl, ; 

<  {\+eB.n\-H.I<.YE\Zl-,A^] 

+£^(1  +£B+)'(B+  -  /?_)'^//^E(x+';/\+) 

+£[//+ A'+(l  +  £B+)  -  //_/v.(I  +  eB.fO^ 

+2£{1  +  cB+)il  £D.)\B+  -  B.](\  -  H.K^)H+E[Zkxt  \A+] 

Remarque  5.8  .Sous  {HD2),  la  difference  //+A'+  ~  H-K-  est  d’ordre  0{£),  alors 
que  sous  (HDl),  elle  etait  d’ordre  0{l). 


On  utilise  I’inegalitc 


E[Zkxt-,A+]  < 


_ _ Pf72.>l  1 

2£(I +e5-)(l +£/?+)|5+ -B-I//+  ^ 

+ - Tm? - i  ^+i  > 
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ct  Ics  majorations  staivantcs,  pour  e  suffisainont  petit, 

0  <  (1 + 

<  1  —  II^K-  +e£  <  1 . 

Do  la  mcrne  faa^on  que  dans  le  paragraphc  4.2,  .sous  I’hypothese  (//4),  on  obtient 

E[Z^,4+]<  A+e*  +  ce^ 
oil 

Sur  A^,  on  fait  un  raisonnement  similaire. 

Remarque  5.9  Lc  processus  {Zk}  e.st  d’ordre  0{\/e)  sous  I’hypothese  {HD\)  et 
d'ordre  C)(e)  sous  I'hypothese  {HD2). 


De  merne  que  pour  le  test  precedent,  on  considere  deux  types  de  procedures. 


Premiere  procedure: 

Pour  r  fixe,  on  calcule  Z,„  jusqu’a  ce  qu’on  ait  n„  >  r.  Par  un  raisonnement  similaire 
a  celui  du  paragraphe  5.1,  on  choisit  r  =  max(r_,r+)  avec 

r_  =  et  r+  =  4A*i?‘*'. 


La  constante  A  est  obtenue  par  inversion  de  la  fonction  de  repartition  de  la  loi 
A'(0, 1).  Les  estimations  des  temps  moyens  pour  prendre  une  decision  sont  donnas 
par 


4  A 


4  A 


-/?-(2 +  £/?_) 

2-_B±il±lM 

(B^-B-y  • 


Remarque  5.10  Les  temps  moyens  pour  prendre  une  decision  assocics  a  cettc 
procedure  sont  identiques  a  ceux  du  lest  precedent  quand  on  considere  le  memo 
type  d’approche  (cf.  paragraphc  5.1). 
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Deuxieme  procedure: 

Soil  /j  >  0  ct  /2  >  0  d<»  homes  fixees,  on  introduit  ie  temps  d’arret  N*  : 

N*  =  inf{n  >  it  :  t„  >  ou  /y„  <  — /j}  A  m . 


Raisonnons  sur  I’evenement  par  exemple. 

Nous  savons,  d’apres  cc  q»ii  precede,  (pie  sous  I’hypothese  (//4),  Ic  processus  = 
Zici>k+\  ^^t  approximativement  un  processus  inelangeant.  Par  un  raisonnement  sim- 
ilaire  a  celui  du  paragrapfie  4.2,  pour  /  =  en,  on  approchc  //„  par  le  processus  de 
diffusion  {4'<}  defini  par: 

dC,i  =  12(11  +  dW^  . 

On  obtient  la  probabilitc  d’erreur  p+,  “probabilite  de  refuser  >4+  a  tort”: 

_  1  - 


oil  //+  =  1  /d'*'  ainsi  que  le  temps  moyen  pour  prendre  une  decision  sur  A+  : 


De  nuwe,  on  obtient  la  probabiliKi  d’erreur  p_,  ‘‘probabilitc  de  refuser  A.  a 
tort”: 

_  1  - 

ou  r/_  =  \/d~  et  le  temps  moyen  pour  prendre  une  (lecision  sur  : 

i-(r:)=2 

\A_  A_ 


Remarque  5.11  Sous  (//Dl),  les  temps  d’attente  rnoyens  sont  d’ordre  0{e)  tan- 
dis  que  sous  {1102),  ils  sont  d’ordre  0{]).  Dans  ce  douxieme  cas,  on  peut  done 
s’altendre  a  cc  qu'il  y  ait  des  inlervalles  ou  aucune  di^cisiori  n’est  prise. 


Remarque  5.12  Sous  rhypothese  {II D2),  I’l'cart  —  d~  est  d’ordre  0{e),  done 
les  homes  l\  et  l2  sont  ‘‘tres  proclnw”.  On  a  une  situation  similaire  a  celle  decrite  dans 
la  rernarque  5.5,  i.e.  les  temps  nioyens  d’attente  sont  plus  longs  dans  la  premiere 
procedure  que  dans  la  deuxieme. 


Le  test  du  rapport  de  vraisernblance  sur  les  sorties  des  filtres  de  Kalman  sera 
mis  en  anivre  .scion  la  deuxieme  procedure. 
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6  Application 

Nous  rappelons  que  notre  objectif  est  d’etudier  le  comportement  des  filtres  pro¬ 
pose  par  rapport  a  la  solution  optimale  du  probleme  de  Rltrage  et  de  comparer 
les  differentes  procedures  permettant  de  les  obtenir.  Nous  devons  done,  en  premier 
lieu,  definir  des  criteres  de  comparaison. 

6.1  Les  criteres  de  comparaison 

Une  premiere  idee  est  de  considerer,  pour  une  probabilite  d’erreur  fixee, 

•  I’amplitude  moyenne  des  intervalles  detectes,  pour  comparer  les  tests  de  detection 

•  le  temps  moyen  necessaire  pour  prendre  une  d^ision,  pour  comparer  les  tests 
de  determination  du  signe. 

Pour  comparer  les  tests  en  termes  de  probabilite  d’erreur,  il  semble  naturel  de 
s’interesser  aux  pourcentages  suivants: 

•  pourcentage  d’intervalles  detectes  corrects. 

•  pourcentage  de  decisions  correctes  (i.e.  nombre  de  decisions  correctes  par  rap¬ 
port  au  nombre  de  decisions  prises). 

Nous  qualifions  une  decision  de  correcte  lorsque  le  signe  choisi  correspond  a  celui 
de  la  trajectoire  sur  un  intervalle  de  monotonie  correct. 

Les  temps  moyens  d’attente  pour  prendre  une  decision  sont  calcules  d’abord 
thferiquement  (voir  les  paragraphes  4  et  5)  et  sont  ensuite  confrontes  aux  resultats 
obtenus  par  simulation. 

6.2  Exemples 

L’etude  du  probleme  sous  I’hypothese  {HD2)  etant  notre  principal  centre  d’inte- 
ret,  nous  considerons  des  exemples  verifiant  cette  hypothese  et  nous  appliquons 
les  differents  tests  decrits  dans  le  paragraphe  5.  Nous  etudions  I’influence  de  la 
fonction  d’observation  sur  I’efficacite  des  tests,  dans  I’exemple  6.2  et  celle  de  la 
derive  dans  I’exemple  6.3.  f^ous  nous  interessons  ensuite  a  un  exemple  verifiant 
I’hypothese  {HD\),  presente  dans  [4].  Ceci  nous  permettra  d’illustrer  que  dans 
ce  cas,  les  decisions  sont  prises  beaucoup  plus  rapidement  que  sous  {H D2).  Nous 
justifierons  ce  fait  par  le  comportement  de  la  solution  de  I’equation  nde  Zakai. 

Dans  le  paragraphe  5,  sous  {HD2),  nous  avons  propose  une  methode  de  determination 
des  bornes  pour  les  tests  du  signe  et  d’estimation  des  temps  d’attente  sous  I’hypothese 
(HA):  B-  <  0  el  B+  <  0.  II  est  interessant  d’etudier  les  resultats  obtenus  dans  le 
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sous  rhypothrso  (//'I):  <  0  ct  <  0.  I)  ost  intcrcssant  d’ctudior  les  r(*sultats 

oblenus  datis  Ic  (tas  on  rhypolhrae  {fl\)  tiVst  pas  vcrifiot;.  C’csl  co  quo  nous  nous 
proposons  de  fairo  dans  I’exomple  6.6. 

Pour  cliaque  oxomple,  nous  cotnrnontons  Irs  rcsullats  stalisliqucs  sur  le  com- 
portemcnt  dcs  tests.  On  pent  consultcr  ccs  rcsultats  dans  I’anncxe  A. 

Remarque  6.1  On  rappelle  que  la  determination  des  homes  utilisces  dans  les  tests 
de  decision  sur  le  signe  repose  sur  la  possibililc  d’atteindre  une  situation  station- 
naire.  Apr<»  la  detection  d’un  passage  a  zero,  nous  devons  attendre  un  “certain” 
temps,  Uq,  avant  de  cumuler  les  satistiques  de  decision  des  tests.  Nous  avons  choisi 
pour  ces  exemplcs  no  =  6- 


Exemples  sous  Phypothese  (HD2) 

Exemple  6.1  On  considere  le  systeme 

I  3-fc+i  =  Tfc  +  0.0]  6(xi)  +  \/0.01  Mfc,  io  ~  A^("5,0.1) 


avec 


h{a-)  = 


— .r ,  X  <  0 

-0.25 x,  x>0. 

On  s'intcresse  tout  d'abord  a  une  trajectoire  siinulce  sur  Tintervalle  de  temps  [0,  lOj. 


Dans  ce  cas,  les  resultals  des  differentes  prorcklures  otant  siinilaircs,  nous  illus- 
irons  par  la  figure  A.l.  uniquemcnl  cenx  des  tests  de  detection  et  du  rapport  de 
vraisemblance  sur  les  observations. 

Dans  retie  figure,  la  trajectoire  du  signal  a  cstimer  est  Iracee  en  trait  [)lein  et 
le  filtre  propose  en  pointille.  Les  inlervalles  de  monotonie  detectes  sont  signaies  en 
noir  dans  le  cas  ou  une  decision  est  pri.se  sur  le  signe  et  on  gris  s’il  n’y  a  pas  do 
decision.  Nous  rappelons  que  sur  un  inlervalle  de  monotonie,  si  Ic  test  applique 
decide  “signe  positif*'.  (rcspectivement  “signe  negatif”)  on  trace  la  sortie  du  filtre 
do  Kalman- Bucy  (2.3)  (rcspectivement  la  sortie  du  filtre  (2.4)).  Si  le  lest  ne  prend 
pas  de  decision,  l<?s  .sorties  des  deux  fillrcs  sont  representees. 

II  est  inlerc.ssanl  de  regarder  le  comportement  de  la  solution  optirnale  pour  ce 
problerne.  Dans  la  figure  A. 2  on  represente,  en  plus  de  la  trajectoire  (en  trait  plein), 
rcstirnation  optirnale  obtenue  par  rrsolution  nurnerique  de  Tequation  dc  Zakai  (en 
trait  pointille),  entouree  par  sa  region  de  confiance  correspondante  a  une  probabilite 
dc  95%.  Un  gencraleur  aulornatique  de  programmes  FORTRAN  a  etc  utilise  pour 
obtenir  cetle  solution. 

Dans  les  figures  A,3  a  A.6,  on  trace  la  densile  condition nelle  a  divers  instants  dc 
rinlcrvalle  [0, 10].  Le  trail  vertical  correspond  a  la  valour  du  signal  simule  a  I’instanl 
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t.  On  note  qu’au  moment  ou  la  decision  sur  le  signe  est  prise,  la  ioi  conditionnelie 
approche  une  loi  gaussienne  et  que  pr«  d’un  passage  a  zero,  la  loi  conditionnelie  a 
deux  “bosses”. 

j  On  peut  constater,  par  exemple,  qu’a  I’instant  t  =  6.5  les  tests  ayant  deja  detecte 

I  un  intervalle  de  monotonie,  ne  sont  pas  encore  capables  de  decider  sur  le  signe.  Cette 

decision  sera  prise  aux  environs  de  t  =  8.48.  En  regardant  le  comportement  de  la 
solution  de  ^equation  de  Zakai,  on  remarque  I’existence  de  deux  “bosses”  a  partir 
de  I’instant  t  =  3,  approximativement.  A  I’instant  t  =  8.48,  instant  ou  les  tests 
de  decision  sur  le  signe  sont  capables  de  prendre  une  decision,  une  des  “bosses”  de 
i  la  densite  conditionnelie  est  deja  negligeable  (voir  la  figure  ??),  ce  qui  explique  ic 

fait  qu’une  decision  puisse  etre  prise.  A  cet  instant,  le  filtre  propose  et  I’estimation 
optimale  ont  un  comportement  similaire. 

On  s’interesse  maintenant  aux  resultats  numeriques  obtenus  pour  une  trajectoire 
simulee  sur  I’intervalle  de  temps  (0,100)  (voir  les  tableaux  A.l  et  A.2). 

On  constate  que 

•  Le  test  de  detection  sur  le  sorties  du  filtre  de  Kalman-Bucy  permet  de  detecter 
des  intervalle^  de  monotonie  plus  longs  que  le  test  sur  les  observations;  cepen- 
dant  I’erreur  commise  est  aussi  plus  grande. 

•  Le  fait  d’augmenter  la  borne  de  detection  (par  exemple  en  diminuant  la  proba- 
bilite  d’erreur  a)  entraine  evidemment  la  detection  d’intervalles  de  monotonie 
plus  petits.  II  semble  que  nous  controlons  moins  bien  la  probabilite  d’erreur 
du  test  sur  la  sortie  des  filtres  de  Kalman-Bucy  que  celle  du  test  sur  les  ob¬ 
servations.  Voyons  par  exemple  ce  qui  se  passe  quand  on  prend  aj  =  5%  (voir 
le  tableau  A.2).  Le  pourcentage  d’erreur  de  detection  pz  est  superieur  a  celui 
qui  avait  ete  impose. 

•  Les  resultats  des  tests  de  decision  sur  le  signe  bases  sur  le  rapport  de  vraisem- 
blance  sur  les  observations  ou  sur  les  sorties  du  filtre  de  Kalman  sont  com¬ 
parables.  Toutes  fois,  le  temps  moyen  pour  prendre  une  decision  semble  etre 
legerement  plus  petit  dans  le  premier  cas  que  dans  le  deuxieme. 

•  Le  fait  de  diminuer  la  probabilite  d’erreur  pour  la  decision  sur  le  signe  entraine 
naturellement  une  reduction  du  pourcentage  d’intervalles  avec  decision  et  dcs 
temps  d’attente  plus  grands  pour  prendre  ces  decisions. 

Remarque  6.1  Les  temps  moyens  pour  prendre  une  decision  calcules  theoriquement 
sont  beaucoup  plus  eleves  que  ceux  verifies  en  pratique. 


i 


4 


Exemple  6.2  On  modifie  la  fonction  d’observation  dans  I’exemple  6.1.  On  con- 
sidere: 


h(x)  =  0.4  |x| . 


i 
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On  obtient  les  requitals  presnntes  dans  le  tableau  A.3, 

Le  fait  de  diininucr  le  coefficient  |//+|  =  |//_|  sernble  avoir  pour  effet  I’auginen- 
tation  des  pourcentages  de  detection  <rintervallcs  corrects.  Autrenient  dit,  lorsqu’on 
diminue  le  coefficient  |/f+|  =  |//-1,  les  constantes  des  tests  de  detection  augmentent. 
On  detecte  plus  de  passages  a  zero  et  les  longueurs  des  intervalles  de  momotonie 
diminuent.  Ce  comportement  des  tests  est  satisfaisant  vu  qu’une  diminution  du 
coefficient  =  |//_|  est  equivalente  a  une  augmentation  du  bruit  d ’observation. 

On  verifie  egalement  une  “legere”  diminution  des  temps  d’attente  pour  prendre 
une  decision.  Ceci  s’expliquc  du  fait  que  les  statistiques  des  tests  du  signe  sont 
calculcs  loin  dcs  passages  a  zero. 

Datjs  ce  cas,  le  test  de  detection  dcs  passages  a  zero  base  sur  1<»  sorties  d’un  dcs 
filtres  de  Kalman-Bucy  est  mcilleur  (|uc  celui  base  sur  les  observations. 

Exemple  6.3  On  considere  les  memos  parametres  que  dans  Tex-emple  precedent 
sauf  pour  la  ilerive  b(x)  : 


h{x)  = 


{ 


—5x, 

-0.25  a-, 


X  <  0 

X  >  0. 


Los  r^ultats  .sont  a  consulter  dans  le  tableau  A.4. 


On  remarqiie  que  le  pourcentage  de  decisions  est  maintenant  plus  eleve  et  que 
le  temps  iiioyen  pour  prendre  une  decision  diminue  considerablement.  Ceci  illusire 
parfaitemenl  les  calculs  theoriques  presentes  dans  le  paragraphe  5.  Le  fait  de  dirnin- 
uer  le  rapport  \B+\/{B+  -  /i_)^  (respecliverncnt  |B_|/(Z?+  —  a  pour  effet 

d'augmcrilcr  le  terme  de  precision  dans  les  statistiques  L  et  L.  On  obtient  done  de 
ineilleurs  rAsuItats.  notamment  pour  le  temps  d’attentc  “cote  posilif”  (respective- 
men  t  “cole  negatiP). 


Exemple  sous  I’hypothese  (HDl) 

Exemple  6.4  Nous  changeons  la  foju  tion  ti'observation  de  I’e-xemple  6.1: 


Mr) 


—X .  X  <  0, 

X  >  0. 


Le  systeme  considere  verifie  I’hypothf’se  {IiD\). 


Par  les  figures  A. 7  a  A.  10,  nous  illusirons  les  rcsultals  des  differentes  procedures 
appliquees  a  une  trajectoire  sirnulcc  sur  I’intervallc  de  temps  [0,10].  Nous  remar- 
quons  que  le  test  de  la  variation  quadratkpic  decide  plus  souvent  que  le  test  sur  les 
sorties  des  filtres  de  Kalman-Bucty. 
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Le  comportement  de  I’estimation  optimalc  el  ^a  region  de  confiance  a  95%  repre¬ 
sents  dans  la  figure  A.ll,  montrent  clairement  que  dans  ce  cas,  la  loi  conditionnelle 
approche  beaucoup  plus  rapidemcnt  unc  loi  gaussienne  apres  un  passage  a  zero  que 
dans  rexemple  6.1  (voir  la  figure  A.2).  Ceci  justifie  le  fait  que  nous  decidons  du 
signe  de  Xk  plus  souvent  sous  Thypothese  (//Dl)  que  sous  (HD2). 

La  comparaison  entre  Ics  figures  A. 12  a  A. 14  et  les  figures  A. 3  a  A.6  (voir 
Texemple  6.1)  illustre  a  nouveau  la  rcmarquc  prec^ente.  Dans  ce  cas,  unc  des  deux 
“bosses”  de  la  loi  conditionnelle  s’estompe  rapidemcnt  aux  environs  des  instants  dt? 
d^ision  (t  =  6,86  et  I  =  6.88),  tandis  que  dans  I’exemple  6.1  on  ne  rctrouve  un  tcl 
comportement  qu’aux  alentours  de  I’instant  1  =  10. 

Les  r^ultats  numcriques  des  tests  appliques  a  une  trajectoire  simulee  sur  I’intervalle 
de  temps  [0, 100]  (voir  le  tableau  A.5)  mettent  egalerncnt  en  evidence  que  les  temps 
d’attente  pour  prendre  une  decision  sous  I’hyjxjthesc  (//Dl)  sont  nettement  plus 
courts  que  sous  rhyixjth^  (HD2). 

Remarque  6.5  Quelques  remarques  sur  les  rcsultats  des  procedures  appHquees  a 
plusieurs  trajectoircs  simulces  sur  un  intervalles  de  temps  [0, 100). 

•  Les  tests  detectent  moins  de  passages  a  zero  lorsque  I’ecart  \H+  —  //_|  aug- 
mente  et  le  taux  d’erreur  est  superieur  au  taux  souhaitc.  De  fagon  plus  netle 
que  sous  {HD2),  nous  controlons  “moins  bien”  la  probabiliie  d’erreur  du  test 
de  detection  sur  la  sortie  d’un  des  filtrcs  de  Kalman-Bucy  que  celle  du  test 
sur  les  observations. 

•  Pour  une  difference  |<t+//+  —  <T-If-\  =  0.5,  les  tests  de  determination  du 
signe  ont  des  taux  d’erreur  siiperieurs  a  ceux  demandcs.  Le  test  do  la  varia¬ 
tion  quadralique  a  tendance  a  decider  plus  souvent  que  le  test  du  rapport  de 
vrai.semblance  sur  les  .sorties  dcs  filtrcs  de  Kalman-Bucy,  mais  .semble  generale- 
menl  moins  liable,  (cf.  [4]). 

•  En  augmentant  I’ecart  —  <7_//_i,  les  tests  de  determination  du  signe 

dccident  plus  souvent  et  prennent  moins  de  fausses  decisions. 


Un  exemple  sous  Phypothese  (//D2)  ne  verifiant  pas  (//4) 
Exemple  6.6  On  considcre  le  .systerne  suivant: 

(  Xk+\  =  Xk  -f  0.01  h{xk)  -¥  \/0.01  Uk  ,  lo  ~-'V'(-5.0.1) 
I  =  ki|  +  N/o!m  Vk , 


avec 


6(i) 


—X  X  <0 

0.2  X  r  >  0 
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Remarque  6.7  Le  coefficient  de  derive  etant  positif  et  ctant  negatif,  il  y 
a  ‘“peu”  de  passages  a  zero  ct  Ic  signal  a  tendance  a  “fuir”  vers  I’infini  dis  qu’il  est 
du  cote  positif. 

Nous  etudions  un  cas  oil  P  hypothese  (//D2)  est  verifiw  mais  pas  (i/4).  Cepen- 
dant  on  applique  Ics  tests  presentes  dans  la  .section  5.  On  rappclle  que  Ics  homes 
utiiisccs  dans  ces  tests  ont  etc  determinees  sous  I’hypothrac  (i/4)  et  ne  sont  plus 
justifi^  dans  cet  excrnple.  II  est  done  intcre.ssant  de  regarder  les  resultats  qu’elles 
engendrent  dans  une  telle  situation. 

Dans  la  figure  A. 15,  nous  trains  le  filtre  approche  construit  a  partir  du  test 
de  detection  ct  du  test  de  rapport  de  vraisemblance  bas^  sur  les  observations.  Les 
resultats  obtenus  par  les  autres  procedures  sont  similaircs, 

En  comparant  le  filtre  propose  et  I’estimation  optimale  (voir  la  figure  A.  16),  on 
remarque  que  leurs  comportements  sont  semblables  sur  I’intervalle  de  monotonie 
detecte  [0,.3]  et  egalement  a  partir  de  I’instant  t  =  7,  environ.  Ceci  est  satisfai.sant 
vu  que  sur  I’intervalle  de  monotonie  {5.80,  lO],  les  instants  de  decision  sur  le  signe 
sont  I  —  7.15,  pour  le  test  sur  les  observations,  et  I  =  7.20  pour  le  test  sur  les  sorties 
des  filtres  de  Kalman-Bucy. 

Ainsi,  pour  certains  cas  ne  verifiant  pas  I’hypoth^e  (i/4),  on  peut  encore  utiliser 
les  homes  calculoes  sous  cetle  hypothese  el  oblenir  des  resultats  “corrects”. 

Remarque  6.8  Dans  cette  situation  oii  I’hypotheic  (//4)  n’csl  pas  verifice,  nous 
ne  savons  pas  estimer  tlnxiriquernent  le  temps  d’atlentc  d’unc  decision. 
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7  Conclusion 


On  a  decrit  des  tests  permettant  de  determiner  les  intervalles  de  linearite  de  la 
fonction  d’observation,  pour  un  systeme  Hneaire  par  morceaux  en  temps  discret 
avec  petit  bruit  d’observation.  Deux  types  de  tests  sont  necessaires:  un  premier  test 
permet  de  detecter  les  intervalles  ou  il  n’y  a  pas  de  passages  a  zero;  un  deuxieme  test 
permet  de  decider  du  signe  pris  par  la  trajectoire  sur  cet  intervalle.  Sous  I’hypothese 
{HD2),  dilFerents  tests  ont  ete  proposes.  Pour  la  detection  des  intervalles  de  mono- 
tonie,  on  a  le  choix  entre  un  test  base  sur  les  observations  et  un  test  baise  sur  la 
sortie  d’un  des  filtres  de  Kalman-Bucy.  Pour  I’etape  de  decision  du  signe,  on  decrit 
un  test  de  rapport  de  vraisemblance  sur  les  observations  et  un  test  sur  les  sorties 
des  filtres  de  Kalman-Bucy. 

L’efficacite  des  tests  de  detection  depend  de  la  methode  de  determination  de 
leur  borne.  Pour  le  test  base  sur  les  observations,  une  formule  permettant  d’obtcnir 
Cette  valeur  a  ete  justifiee  theoriquement.  Ceci  n’a  pas  ete  de  meme  pour  le  test 
base  sur  la  sortie  d’un  des  filtres  de  Kalman-Bucy.  II  nous  semble  done  naturel 
que  ce  deuxieme  test  se  comporte  moins  bien  que  le  premier.  Quant  aux  tests  de 
determination  du  signe,  on  a  verifie  que  leurs  comportements  sont  semblables.  Des 
formules  permettant  de  determiner  les  bornes  et  les  temps  moyens  d’attente  pour 
prendre  une  decision  ont  ete  proposees  sous  I’hypothese  (//4).  On  remarque  de 
maniere  generale,  que  les  temps  moyens  d’attente  calculi  theoriquement  sont  plus 
longs  que  ceux  obtenus  en  pratique.  On  note  egalement  que  I’ordre  de  grandeur  des 
temps  moyens  d’attente  theoriques  et  empiriques  est  plus  grand  sous  I’hypothese 
{HD2)  que  sous  {HD\). 

On  peut  envisager  d’etendre  cette  etude  a  des  systemes  ou  la  fonction  d’obser¬ 
vation  h  possede  plusieurs  points  critiques  dans  le  cas  ou  Failure  de  cette  fonction 
permet  d’appliquer  les  procedures  decrites  localement.  On  peut  aussi  considerer  des 
systemes  de  dimension  n  >  1 ,  avec  des  bruits  correles. 

Une  extension  au  cas  de  fonctions  monotones  par  morceaux  existe  dans  [5],  sous 
I’hypothese  (HDl).  Des  essais  ont  ete  faits  par  [4)  dans  le  cas  d’une  dynamique  non 
lineaire.  II  reste  a  justifier  son  analogue  sous  I’hypothese  {HD2). 
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Annexe  A 


Resultats  numeriques  et 
representations  graphiques  des 
examples  presentes  dans  la 
section  6 

1  Resultats  numeriques 

Nous  introduisons  les  notations  suivantes: 

TDO:  test  de  detection  sur  Ics  observations. 

TDK:  test  de  detection  sur  la  sortie  d'un  des  fillrcs  de  Kalman  Bucy. 

TLO:  test  du  rapport  do  vraiscniblancc  sur  les  observations. 

TLK:  test  du  rapport  de  vraiseniblance  sur  les  .sorties  des  fillres  de  Kalman 
-Bucy. 

Qj:  niveau  d'erreur  pour  Ic  test  de  detection. 

Q, :  niveau  d’erreur  pour  Ic  test  dc  determination  du  signe. 

C :  borne  du  lest  dc  detection. 

-It .  I2  '■  intervalle  dc  confiancc  du  test  de  determination  du  signe. 

ET* ,  ET^  :  temps  rnoyens  ih<»riques  d’attentc  d’une  decision. 

Pi :  poiirccntage  dc  pas  dc  temps  delect<^. 

P2  '■  pourcetitage  d’intcrvallcs  de  monolonic  corrects. 

/>3 :  pourcentage  dc  pas  de  temps  aver  decision. 

P4  :  pourcentage  de  flecisions  correcies. 

T*  ,T*:  rnoyennes  empiriques  des  temps  fl’alU’nte  d’une  decision. 
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Test  de  detection 

TDO 

TDO 

TDK 

TDK 

Test  du  signe 

TLO 

TLK 

TLO 

TLK 

C 

0.143 

0.143 

0.143 

0.143 

— /)  /j 

-2.94  2.94 

-7.70  7.67 

-2.94  2.94 

-7.70  7.67 

et:  et; 

18.8  4.71 

18.9  4.69 

18.8  4.71 

18.9  4.69 

Pi 

84.5% 

84.5% 

86.3% 

86.3% 

P2 

96.3% 

96.3% 

93.2% 

93.2% 

P3 

40.6% 

40.6% 

41.7% 

41.7% 

P4 

100% 

100% 

100% 

100% 

f_  TV 

1.3  1.5 

1.3  1.5 

-  1 

2.1  1.6 

1.7  1.6 

Tableau  A.l:  resultats  numcriques  pour  rcxemple  6.1  {qj  =  5%,  a,  =  5%) 


Test  dc  detection 

TDO 

TDO 

TDK 

TDK 

Test  du  signe 

TLO 

TLK 

TLO 

TLK 

C 

0.17 

0.17 

0.17 

0.17 

-Ixh 

-2.94  2.94 

-7.70  7.67 

-2.94  2.94 

-7.70  7.67 

et:  et; 

18.8  4.71 

18.9  4.69 

18.8  4.71 

18.9  4.69 

Pi 

82.4% 

r  1% 

84.2% 

84.2% 

P2 

97.9% 

97.9% 

97.5% 

97.5% 

P3 

39.0% 

39.0% 

41.4% 

41.4% 

Pa 

100% 

100% 

100% 

100% 

f. 

1.3  1.5 

1.3  1.5 

2.1  1.5 

1.7  1.5 

Tabl(;au  A. 2;  r<^ulLats  numcriques  pour  IVxemple  6.1  =  2.5%,  o,  =  5%) 
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Test  de  detection 

— 

-rm 

rrm — 

TITK 

Test  du  signe 

TLO 

TLK 

TLO 

TLK 

C 

0.121 

0.121 

0.302 

0.302 

-hl2 

-2.94  2.94 

-4.38  4.36 

-2.94  2.94 

-4.38  4.36 

ETl  ET* 

18.8  4.71 

18.9  4.70 

18.8  4.71 

18.9  4.70 

Pi 

70.8% 

70.8% 

75.4% 

75.4% 

P2 

98.4% 

98.4% 

98.8% 

98.8% 

P3 

35.0% 

34.9% 

40.1% 

38.8% 

P* 

100% 

100% 

100% 

100% 

T.  TV 

0.0  1.1 

0.05  1.2 

0.0  1.4 

0.05  1 .5 

Tableau  A. 3:  r^ultats  numeriques  pour  I’exemple  6.2  (qj  =  5%,  a,  =  5%) 


Test  de  detection 

TDO 

TDO 

TDK 

TDK 

Test  du  signe 

TLO 

TLK 

TLO 

TLK 

C 

0.144 

0.144 

0.144 

0.144 

-lih 

-2.94  2.94 

-7.69  7.54 

-2.94  2.94 

-7.69  7.54 

et:  et; 

2.350.117 

2.400.115 

2.350.117 

2.400.115 

Pi 

85.5% 

85.5% 

87.0% 

87.0% 

pi 

95.3% 

95.3% 

92.5% 

92.5% 

Pi 

66.8% 

66.8% 

69.3% 

68.4% 

p* 

95.8% 

100.0% 

90.0% 

94.7% 

f_  f+ 

0.0  0.28 

0.12  0.29 

0.0  0.30 

0.12  0.33 

Tableau  A.4:  resultals  nurtieriqucs  pour  IVxemple  6.3  {qj  =  5%,  =  5%) 


A-49 


Test  do  detection 

TDO 

TDO 

TDK 

TDK 

Test  du  signc 

TLO 

TLK 

TLO 

TLK 

C 

0.165 

0.165 

0,165 

0.165 

-hh 

-4.70  2.37 

-15.80  7.80 

-4.70  2.37 

-15.80  7.80 

et:  et; 

0.44  0.13 

2.46  0.44 

0.44  0.13 

2.46  0.44 

Pi 

86.6% 

86.6% 

88.2% 

88.2% 

Pj 

93.5% 

93.5% 

87.5% 

87.5% 

Pa 

71.2% 

63.4% 

76.1% 

65.4% 

P4 

82.4% 

87.0% 

71.1% 

66.7% 

f.T+ 

0.38  0.29 

1.60  0.28 

0.40  0.37 

1.60  0.30 

Tableau  A. 5:  reaultats  numeriques  pour  Fexemple  6.4  (qj  =  5%,  a,  =  5%) 


2  Representations  graphiques 
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signal  +  esdnute 


Figure  A.2:  Sous  (HD2),  exemple  6.1:  solution  de  Tcqualion  de  Zakai  (le  niveau  dc 
gris  correspond  a  une  region  de  confiance  a  95%). 
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Figure  A. 3:  Sous  {HD2),  exernplo  6.1:  densitc  condilionnelle  a  I'inslanl  t  =  6.5 


Figure  A.4:  Sou.s  (//D2),  exempie  6.1:  den.silc  conditionnelle  a  I’instarit  t  =  7 
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Figure  A.5:  Sous  {II D2),  exemple  6.1:  densitc  conditionnelle  a  I’instani  I  =  8.48 


Figure  A.6:  Sous  (//D2),  exemple  6.1:  densitc  conditionnelle  a  I’insiant  1  =  10 


Figure  A. 9:  Sous  (///)1),  exotnple  6.4;  Icsl  de  (ietection  (les  passages  a  zero  base 
sur  la  sorlie  dos  filtres  de  Kalman  Buey  cl  lest  de  decision  du  signe  base  sur  la 
variation  quadratique. 


signal  +  estimate 


Figure  A. 11:  Sous  (///?!),  cxcrnple  6.1:  solution  de  reqiialion  dc  Zakai  (le  niveau 
de  gris  correspond  a  une  region  de  conliance  a  95%). 
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Figure  A. 12:  Sous  (// D] ).  oxcrnpio  6. 1:  donsiir  condilionnelle  a  rinslani  t  =  6.60 


Figure  A. 13:  Sous  (HDl),  oxetnpic  6.4:  den.sile  condilionnelle  a  I’inslant  t  =  6.86 


Figure  A. 14:  Sous  (///)1),  exernple  6.4:  densitc  conditionnelle  a  I’inslani  t  =  6.88 
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A.  16:  Exrmpk*  6.6:  .solution  do  IVHjiiation  do  Zakai  (lo  riivoau  do  gri.s  corro- 
a  urio  region  do  oonfianco  a  95%) 


Chapitre  III 

Filtrage  lineaire  par  morceaux 
partiellement  observe  avec 
petit  bruit  d’observation 
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Resume 

On  considere  un  probleme  dc  filtrage  lineaire  par  morceaux  avec  petit  bruit 
d’observation  dans  le  cas  ou  le  processus  d’etat  de  dimension  deux  est  ob¬ 
serve  par  un  processus  unidimensionel.  Sous  une  certaine  “hypothese  de 
detectabilite”,  on  propose  un  filtre  sous  optimal  de  dimension  finie  en  traitant 
separement  la  composante  d’etat  “directement”  mesur^  Le  filtre  approche, 
correspondant  a  cette  composante  est  construit  a  I’aide  de  filtres  de  Kalman- 
Bucy  et  de  tests  statistiques.  A  partir  de  ce  dernier,  on  obtient  une  estimation 
pour  la  deuxieme  composante.  On  montre  que  I’erreur  d’approximation  est 
asymptotiquement  optimale. 


1  Introduction 

Nous  nous  interessons  a  une  classc  de  problemes  de  filtrage  “lineaire  par 
morceaux”  partiellemcuit  observes  avec  petit  bruit  d’observation  qui  apres  un 
changement  de  variables,  peuvent  s’ecrire  sous  la  forme  suivante: 

dX\{t)  =  hi\{X\(t))dl  (T\\dV\{t) cr\2dV2{t) 

‘  dX2{t)  =  b2i{X\{i))dt  B22X2{t)dt  o'2\dYi[t)  (T22dV2{t)  (1-1) 

dYt  =  h,(X,{t))dt  +  edW{t),  y'o  =  0. 

ou  {A’(<)  =  (Xi(<),  A'’2(<))*  ,  <  >  0}  est  le  processus  d’etat  a  valeurs  dans 
a  estinie;-  a  I’instant  t,  au  vu  des  realisations  jusqu’a  I’instant  t  du  processus 
observe  {V'(<) ,  <  >  0}  a  valeurs  dans  HI.  Les  processus  {(Vi(0)  ^2(0)*  t  ^  > 
0}  et  ,  I  >0}  sont  deux  processus  de  Wiener  independants  a  valeurs  re¬ 
spect!  ves  dans  et  HI  definis  sur  un  espace  de  probabilite  filtre  (fi,  P) 

tels  que  le  systeme  (1.1)  soit  verifie.  De  plus,  le  parametre  e  est  petit. 

Le  probleme  est  lineaire  “par  morceaux”  au  sens  oi'i  les  fonctions  mesu- 
rabies  6n,  /^2i  hi  sont  definies  comme  il  suit: 

bu  :  ni  Ill 

X  -4  6,i(x)  =  X -f  1h^(x)Z?,+,  j, 

621  :  IR  — ♦  111 

.T  ->  bu (x)  =  1  n_ (-T )/i^i  J"  +  1 «+  i 

hi  :  ni  IR 

X  ->  /;i(x)  ln_(r}H~  x-f  (x)//,'*'  x. 

On  note  h  la  fonclion  d’oRscr'-ation.  h  :  111^  IR  est  dontiee  par  /.'(xi-Xt)  - 

/i,(Xi). 

On  suppose  quo: 

(//I)  :,  >Vi(0)  =  xoi  6  IR,,  .V2(0)  ~  A'"(xo2.Qo2)  et  ,V2(0)  est  indepedant  des 
processus  de  Wiener  {V{t) :  /  >  0)  et  ;  i  >  0}. 

(//2)  :  hi  est  non  injective:  11^  <  0. 

ni-:i 


{HZ)  ;  Le  systeme  est  observable;  Bn  ^  0. 

(//4)  :(7^+^?2  7^0. 

(//5)  :  (r|,  +  <T22  ^  0- 

Sur  ffl'*'  X  R  (resp.  IR“  xR),  le  probleme  (1.1)  s’ecrit  comme  un  probleme 
lineal  re  {V+)  (resp.  {V-)  ). 

On  emet  de  plus  I’hypothese  suivante: 

(HQ)  :  Les  systemes  (V-)  et  {V^)  sont  stabilisables,  i.e.  il  existe  une  matrice 
(2,2),  L_,  (resp.  //+),  telle  que  la  matrice  +crL-,  (resp.  B+ 
est  une  matrice  stable,  avec 


Bii  B21 

Hn  B22 


et  cr  = 


(Til  ^21 
(Ti2  (T22 


Dans  le  probleme  lineaire  (V+),  (resp.  (P-)),  la  composante  A'i(t)  du 
processus  d’etat  est  directement  mesur^.  Dans  la  suite  de  notre  propos,  par 
abus  de  language,  nous  la  qualifierons  egalement  de  composante  “directe- 
ment”  mesuree  pour  le  probleme  (1.1). 

Notre  but  est  de  construire  un  (litre  sous-optimal  en  dimension  finie  facile- 
ment  calculable  et  d’obtenir  dcs  resultats  asymptotiques  lorsque  £  tend  vers 
zero. 

Recemment,  plusieurs  problemes  de  filtrage  non  lineaire  partiellement 
observes  avec  petit  bruit  ou  avec  petit  bruit  d’observation  ont  etd  etudies 
(cf.fllj,  [6j,[14),  [9]).  Dans  (1 1),  J.  Picard  enoncedes  conditions  sous  lesquelles 
I’erreur  de  filtrage  (i.e.  I’erreur  quadratique  niinimale)  tend  vers  zero  lorsque 
le  bruit  tend  vers  zero  et  rnontre  que  dans  cc  contexte.  le  (litre  de  Kalman 
dteiidu  est  efficace.  Cependant,  dans  le  cas  oil  uniquement  le  bruit  d'ob- 
servation  est  faible,  une  des  conditions  se  traduit  par  I’injectivite  forte  de 
la  fonction  d’observation.  Dans  (I4j  et  [9],  les  auteurs  s’interessent  a  des 
problemes  particuiiers  oil  la  dynamique  du  systeme  est  rnoddlisee  par  un 
processus  de  di(fusion  do  dimension  2,  le  processus  d’observation  unidimen- 
sionnel  et  la  fonction  d’observation  est  injective  par  rapport  a  la  composante 
“directement”  mesuree,  A.J.  Kroner  considerc  dans  [6],  un  modele  avec  pc- 
tits  bruits  de  dynamique  et  d’observation  pour  certaines  cornposantes.  I.a 
non  linearite  du  systeme  depend  uniquement  de  ccs  cornposantes  qui  peu- 
vent  etre  rapidement  estimees  de  fa^on  precise  et  la  fonction  d’observation 
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est  suppose;  lineaire.  Par  un  changement  de  probabilite,  ii  montre  que  dans 
ce  type  de  situation,  le  filtre  lineaire  est  asymptotiquement  optimal. 

Dans  notre  probleme,  la  fonction  d’observation  est  non  injective  par  rap¬ 
port  a  mais  notre  etude  s’apparente  a  celle  de  A.J.  Krener  au  sens  ou 

la  non  linearite  du  systeme  depend  uniquement  de  la  composante  Xi{t)  que 
nous  pouvons  estimer  rapidement  et  de  fagon  precise  sous  une  certaine  “hy- 
pothese  de  detectabilite”.  En  efFet,  sous  I’hypothese  (HDl):  |//f  |  ^ 
une  procedure  de  tests  semblable  a  celle  decrite  dans  les  paragraphes  3  et  4 
du  chapitre  I,  (voir  egalement  (Ij),  permet  de  determiner  les  intervalles  de 
temps  durant  lesquels  Xi{t)  ne  passe  pas  par  zero  et  sur  ces  intervalles,  de 
decider  de  son  signe  avec  une  probabilite  proche  de  un  quand  e  est  petit. 

Sur  les  intervalles  de  monotonie  de  la  fonction  /ij,  le  probleme  (1.1) 
s’ecrit  comme  un  probleme  lineaire  avec  condition  initiale  non  gaussienne. 
Les  diverses  etudes  sur  le  comportement  asymptotique  du  filtre  de  Kalman- 
Bucy  associe  a  un  systeme  lineaire  partiellement  observe  quand  le  bruit 
d’observation  tend  vers  zero  (cf.  (12),  [lOj,  (4),  (7))  mettent  notamment  en 
evidence  que  sous  les  hypotheses  emises,  la  composante  du  filtre  correspon- 
dante  a  Xi{t)  est  a  “memoire  courte”,  contrairement  a  celle  de  X2{t)  non 
‘"directement”  mesuree, 

Ainsi,  uniquement  la  condition  initiale  de  X\{t)  est  sans  importance  et 
done  sur  les  intervalles  de  monotonie  de  la  fonction  h^,  uniquement  X\{t) 
pourra  etre  estimer  precisemment  par  un  des  deux  fibres  de  Kalman-Bucy 
{FK.)  ou  (FA'+)  associ^  resp.  aux  systemes  (F_)  et  (V+).  Dans  le  cas  £  = 
0,  la  difference  de  comportement  des  deux  composantes  du  processus  d’etat 
est  parfaiternent  illustree.  Nous  nous  inspirons  de  cette  etude  pour  proposer 
sur  un  intervalle  de  temps  [0,7’),  sous  I’hypothese  (// D\),  un  filtre  approche 
pour  A'i(<)  a  partir  d’une  procedure  de  tests  et  des  deux  filtres  de  Kalman- 
Bucy  {FK-)  et  {FK+).  A  I’aidc  de  ce  dernier,  nous  construisons  un  filtre 
pour  X2{t).  On  montre  que  I’erreur  d’approximation  est  a.symptotiquement 
optimale. 

Ce  chapitre  est  organise  de  la  fagon  suivante: 

Dans  le  paragraphe  2,  on  etudie  le  cas  £  =  0.  Dans  le  paragraphe  3,  on 
donne  quelques  resultats  prcliminaires  sur  les  filtres  de  Kalman  -Bucy  (FA'_) 
et  (FA'+).  Dans  les  paragraphes  4  et  -5,  on  presente  de  fagon  succincte  la 
procedure  de  tests  permettant  de  decider  du  signe  de  A'’i(<)  sur  les  intervalles 
de  temps  durant  lesquels  A'i(<)  nc  pa.sse  pas  par  zero  et  de  determiner  ces 
intervalles  avec  une  probabilite  proche  de  un  quand  £  est  petit.  Dans  le 
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paragraphe  6,  on  propose  sur  un  intervalle  de  temps  (O,?*],  un  filtre  sous 
optimal  pour  estimer  X{t)  et  on  montre  quo  lorsque  £  tend  vers  zero,  I’erreur 
d  approximation  commise  tend  vers  I’erreur  quadratique  minimale  dans  le 
cas  £  —  0.  On  obtient  une  majoration  de  la  vitesse  de  convergence.  On 
conclut  dans  le  paragraphe  7. 

Notation  1.1  On  notera  c  ou  C,  Its  constantes  independantes  de  e  dont  Its 
valeurs  sont  sans  importance. 


2  Le  cas  e  =  0 


On  considere  le  modele  suivant: 

dXi{t)  =  bii{Xi{t))dt  Bi2X2{t)dt (TndVi{i)  +  cTi2dV2{t), 

'  ^^2(0  ~  ^2l('^l(0)^^  d"  ^22'^2(0^^  d"  ^21^^l(0  d" ‘^22<^^2(0j  (2-1) 

y,  =  h,{X,{t)), 

avec  les  hypotheses  et  ies  definitions  etablies  pour  le  systeme  (1.1). 

Soit  ^  >  0,  on  introduit  une  suite  de  temps  d’arret  {t*  ,  A:  e  IN): 

To  =  0 

Tk  =  inf{<>  rjt_i  +  <.7.  i/(t)  =  0},  k>l, 
et  on  definit  les  evenements: 

A°_{Tk  -h  6,Tk+l)  =  {>*^1(0  ^  0;  d-  <5  <  t  <  Tfc+i} 

A+{Tk -i- S,Tk+i)  =  {>Vi(<)  >  0 ;  Ti  +  5  <  t  <  Tfc+1 }. 

Sur  A°_{Tk  +  S,Tk+i): 

{y)t  -  {y)r,+6  =  +  (7*2)  [i-Tk-  6). 

Sur  A^iTk  +  <5,7*+,): 

{y)i  -  {y)u+6  =  d-  (Tn)  {t-Tk-  6). 


On  pose 


r-  = 

r*  =  (//,")V?.d-a?2). 


Ainsi,  sous  Thypothe-se  (H Dl)  :  ^  //f 


,  pour  t  e{Tk  +  6,Tk+il  la 


variation  quadratique  dc  y{t)  permet  dc  decider  du  signe  de  A'i(t). 

Soit  TUo  =  y  +1,  sur  1  intcrvalle  (0,7’],  .\'i(0  peut  etre  estime  par  le 
processus  {A'°(/);  0  <  /  <  7’}  defini  de  la  maniere  suivante: 

mo 


it=0 


d"  ^{{v)t-Mr^^f  =  i'\U-Ti,-S)}  Vt/ I 


^?(0)  =  xo,. 


(2.2) 
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On  remarque  que  pour  4  6  (t'*  +  S,  rjt+i  ],  A")  (<)  est  calcule  de  fagon  exacte. 
II  n’en  esl  peis  de  meme  pour  la  composante  X2{t). 

Dans  un  premier  temps,  introduisons  le  processus  {Mjlt);  t  >  0}  avec 
=  E(A2(t)|A:'/)  et  A/  =  cr(Ai(s);  0  <  s  <  <).  Si  nous  considerons 
le  processus  {Ai(<);  /  >  0}  comme  I’observation,  on  obtient  un  nouveau 
probleme  de  filtrage; 


j  dX^it)  —  822X2(1)  dt  +  b2i{Xi{t))  dt  +  (T2idV\{t) (T22dV2{t),  _ 

\dX\(t)  =  Br2X2it)dt  +  bniX^it))dt  +  audmt)  +  cTr2dV2(t), 

avec  comme  condition  initiate  Ai(0)  =  Xoi  G  HI  et  A2(0)  ~  A/'(io2>  <?02)- 
pose 

r2  _  ^2  ,  ^2 

J|  —  <Tj,  +  CTjj, 

r2  _  ^2  -L  ,,2 

J2  —  rTjj  +  <2^22' 

/l2  =  <2'n<^21  +  0’i2<722. 

D’apr^  U.  Haussmann  et  E.  Pardoux  [3],  (voir  aussi  Il.CH.  Liptzer,  A.N. 
Shyriaev  [8]),  les  hypotheses  emiscs  et  le  lemme  2.7  chapitre  I,  la  loi  condilion- 

nelleestgaussienne.  Elleest  notee  A’(A/2(0>  ^2(0)  {(^2(0»  ^2(0)  i  ^  ^ 

0}  est  I’unique  solution  forte  du  systeme  differcntiel 


dM^ii)  = 

{/?22A/2°(0  +  A2,(.V,(0)]df 

+K^it)[dX^{t)  -  (6n(A,(0)  +  B^2^■m)  ^t] , 

A/«(0)  = 

2^02 1 

avec 

A'“(0  =  :^(/4(0/ii2  +  /i2), 

= 

2  {B22  -  Bu^)  liUt)  - 

fiUo)  = 

Qo2- 

(2.-1) 


Remarque  2.1  Ce  filtrc  a  la  meme  ‘'aliurc'’  qu’un  filtrc  de  Kalman-Bucy. 


Remarque  2.2  Si  nous  considerons  un  nouveau  processus  d’etat  du  filtrc 
defini  par 

=  a/2(0-/v°(0-V.{0. 

nous  evitons  la  differentiation  du  processus  {.Vi(/);  t  >  0}.  (Cf.  (10]). 
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Le  systeme  (2.3)  etant  suppose  observable  ((//3)  :  Bn  ^  0)  et  com- 
mandable  ( (//5)  :  /j  >  0),  on  a: 

^  lim  ^2(0  =  1^2  > 

ou  1^2  solution  de  I’equation  algebrique  de  Riccati  associe  a  (2.4). 

fi$,  =  ;£  ("“  -  ^  +  Va)  ,  (2.5) 

,2.6, 

On  obtient  une  expression  explicite  pour  la  matrice  de  covariance 

On  s’inspire  de  ce  qui  precWe  pour  proposer  un  filtre  approche,  X^it)  au 
filtre  optimal  de  X2it)  quc  nous  noterons  X” (<).  D’apre.s  la  remarque  2.2,  on 
a 

X°(0  =  X°(0  +  K°{t)x^{t),  (2.8) 

ou  est  donne  en  (2.4)  et  le  processus  {.^“(t) ;  <  >  0}  est  defini  par 

■  J^X°(0  =  [B22-I<^{t)Bn]X^{t)  +  b2r{X°{t)) 

-A'°(06„(X°(0)  -  X“(0X?(0,  (2.9) 

,  X“(0)  =  X02. 

Remarque  2.3  Etant  donne  que  <7(1/, ;  /  >  0)  C  X/,  on  a 
E|M°(0  -  X2(0I^  <  E|X°(0  -  X2(0P- 

De  I’egalite  EjA/j  (0  “X2(/)|'^  =  deduit  I’ordrc  de  grandeur  suivant 

e|x"(0-X2(<)P  =  c7(i). 


Estimons  les  erreurs  d ’approximation. 


r 

) 

i 


I 


Theoreme  2.4  VT  >  0,  il  existe  Sq  >  0,  c>  0,  tels  que  VS  6  (0,  ^o]) 

E|X“(<)  -  <  cS, 

et 

Elj^°(0  -  <  E|A'“(0  -  A'jCOP  +  c6^/\ 

Preuve  Considerons  la  difference  Xi{t)  —  X°{t). 

mo 

k=0 

Etant  donne  que  A'’i(Tjt)  =  0,  pour  i  >  t*,  Xi(t)  s’ecrit: 

Xiit)  =  f  b^riXiis))ds  +  f  Bn{X2{s))ds 

JTk  Jrk 

+<T„(  K,(<)  -  Vl(r,) )  +  cr,2(  ^(0  -  V2{n) ). 

m© 

<e15:ik.W0I^.(0!‘ 


(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 


E 


mo 


*=o 


<  c^^sup  |A’i(<)P  +  cE 

(o.n 


U=o 

E>ln,..+<im(0-V,(n)p 


mo 


ksO 


+c  E 


mo 


ElKW0l^2(0-^2(rOP 


k=0 


Vu  que  E  (supjoj^  |A''(0P)  <  C{T),  il  suffit  de  trailer  le  second  ou  le  troisierne 
terme.  En  conditionnant  par  et  en  utilisant  I’independancc  dc  Vi(f  A(rjt  + 
^))  -  ^\{'’^k)  avec  cettc  tribu,  on  obtient; 


E 

<  E 

<  E 


mo 


*=0 

m© 


Z  W.«i(0|Vi(0-V'i(fi)l’ 

Jfc=0 
mo 

E  ^(’■i.'-i.+i((0!^i(f  ^  (■’■*  +  ^))  -  ^(^ife)P 

<  s. 


E  f  A  (r*  +  ^)  -  r* ) 

*=o 


IIMO 


On  en  deduit  la  majoration  suivante: 

E\X^it)-Xi{t)f  <cS  +  c{T) 6^  (2.13) 

Estimons  —  AfjCOP- 

On  pose  =  — Bjj  +  D’aprw  les  expressions  (2.4)  et  (2.7),  il 

existe  <o  >  0  tel  que  Vt  >  <o,  >  0  et  K^{t)  est  borne  uniformement  en  t. 

E|;?°(0  -  <  2E\X°{t)  -  M“(0P  -f  2cE|X,(<)  -  X?(0p. 

D’apres  (2.13),  il  suffit  de  considerer  le  premier  terme. 

X°{t)  -  M°{t)  =  /‘e“/>^‘'^[62,(X°(s))  -  hx{X^is))]ds 

Jo 

-  fe-S>'<‘^[bniX^is))-bu{X,{s))]ds 

Jq 

-  f  e-I>^’‘'k{s)[X^,{s))  -  bn{Xyis)\ds. 

Jo 

Des  inegalites  suivantes 

mo 

|i'2i(X?(»))-4„(A',{<!))P<sup(|B,-,|,|B5|)’EJh...+>l(0l^i(s)l’, 

fc=o 

mo 

|i’..(.Vf(»))  -  6„(X, (>))!=  <  sup(|B,-,|,  IBJiD’E  lh...+<l(')|A-.(s)|’ 

*=0 

et  de  la  majoration  (2.13),  on  obtient 

E|;^"(0  -  M°(0P  <c6  +  c{T)  b\  (2.14) 

On  en  deduit  (2.11). 

Comparons  maintenant  E|X2(<)  —  X2(t)p  a  I’crreur  de  filtrage  i.e.  a 
E|>Y2(t)  —  X2(<)p.  Si  on  note  j|.||2  la  norme  dans  on  obtient  (2.12)  en 
utilisant  I’incgalite  triangulaire 

\\X^{t)  -  X,(t)h  <  ||X°(0  -  +  ||M2”(0  -  A'2(0I|2  , 

la  majoration  (2.14)  et  la  remarque  2.3. 

□ 
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3  Les  deux  filtres  de  Kalman-Bucy  utilises 
pour  estimer  Xi(t) 

Sur  un espace de probabilite filtre (H,  T ,  P'*'), on  considere le problerne 

lineaire  {V+)  suivant: 

(dXit)  =  B^Xm  +  adV^t), 

[  dY{t)  =  H+X{t)dt  +  edW-^{t), 

ou  ;  <  >  0}  et  ^  >  0}  sont  deux  processus  de  Wiener  stan¬ 

dards  a  valeurs  respectives  dans  IR^  et  IR,  sous  la  loi  .  Les  matrices  (2,2), 
et  a  et  la  matrice  (1,2),  //+  sont  definies  par 


Bii  B\2 

B21  B22 


On  012 
021  <^22 


//+  =  W.o). 

On  suppose  que  les  hypotheses  (//I)  a  {H6)  sont  verifiees. 

Construisons  le  filtre  de  Kalman-Bucy  {X*{t),  R‘^{i)),  correspondant  au 
systeme  (3.1).  D’apr^  les  hypotheses  (P3)  et  (//6),  le  systeme  est  observable 
et  stabilisable  done 

lim  =  m 

t  —  +00  ^  ^ 

et  la  matrice  B^  —  ^P^(//j*')*  est  stable.  (Cf.  [13]). 

Prennons  pour  loi  ini'ialedu  filtre  A7xo,  P+)  avec  xq  =  (xoi,xo2)*  ct 
la  matrice  de  covariance  conditionnelle  stationnaire 


oil  /ei’/  >  0,  >  0  ct  P^2^  sont  solutions  des  equations  suivantes: 

0  =  {Bt,  i-B22)B\-^  +  B, 20^22  +Bt,R\f+h2 

.0  =  2P2^i/?'n^  +  2P22/ni"  +  /|-^(//i'Pli')^ 

On  obtient  le  lemme  suivant: 


111-12 


ft* 


Lemme  3.1  Sous  les  hypotheses  (//2)  a  (//6),  pour  e  sujjisament  petit,  on 


=  eRti  +  (3.3) 

avec 

fp 

=  et  R\\^<0{e^).  (3.4) 

2) 

+  R\^.  (3.5) 

avec 

^i^<C)(£^).  (3.6) 

3) 

=  ^2  +  (3.7) 

avec 

Rt,  =  [i?2+  -  +  v^l  >  0,  (3.8) 

^12  /l 

A  _  [r+  ^^12/12!  I  Bu  r,2  .^*2]  ^  Q 

<  e)(e). 

Preuve  D’apres  le  systeine  (3.2),  sou.s  les  hypotheses  (//2)  et  (//3),  il  exisle 
£0  >  0,  rj.  r2,  ri2  >  0  tels  que  Ve  6  (0,£oj. 

R\\^  <er^,  <r,  et  <  £r,2  . 

Done,  il  existe  une  sous-suite  de  — ^,  R22  ct  — ^  qui  converge  quand  £  — ♦  0. 

Or,  toutes  .sous-suites  convergentes  de  R22  et  — ^  ont  respcctivernent 
pour  limite  /?/■,  >  0,  R22  >  0  et  solutions  du  systeme  suivant: 

0  =  /,^-(/W,)^ 

^  0  =  Bi2R^2  \  h2-{Bt?RM, 

.  0  =  2^22H?2  + /I”  (//,■"  ^r2)''- 
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De  la  resolution  de  ce  systeme  sous  les  hypotheses  (//2)-{//5),  on  deduit  les 
resultats  enonces  dans  le  lemme. 


Remarque  3.2  La  matrice  egale  a  la  matrice  de  covariance  de  A'2(<.) 

sachant  dans  le  cas  ou  £  =  0. 

Soit  X*{t)^  I’esperance  conditionnelle  de  .Y(/)  sachant  yi,  le  processus 

;  t  >  0}  est  solution  de  I’equation  differentiel'e 

stochcistique  suivante: 

’  dXtii)  =  [Bi,  -  \KtHt)  Xt{t)dt  +  BnXUt)dt  +  \Kth,{X,{t))dt 

+K+dWit), 

A'i*’(0)  =  xoi) 

dXp^i)  =  B2^Xt{t)dt  +  [Bt,  -  \KtHt)  Xt{t)dt  +  \Kt{t)h,[X,{t))dt 

+AtdVK(/), 

.^2(0)  =  X02, 

(3.9) 

ou  le  processus  i  0}  est  un  processus  de  Wiener  standard  sous 

la  loi  P  et  la  matrice  A'+  est  egale  a  £  fois  la  matrice  gain, 

K  =  i  '1  =  ‘  f  \ 

*  I  A',+  j  cl,  If^Ut  ) ' 


Ainsi.  d’apres  le  lemme  3.1,  on  a  les  ordres  de  grandeur: 

A?  =  Oil), 
h'i  <  (9(1). 

On  montrc  le  resultat  prcliminaire  suivant: 

.Lemme  3.3  V7’  >  0,  U  extste  c  >  0,  C  >  0  tels  que 


(3.10) 

(3.11) 


limsup  E  e.xp  i  csup  |A''''(()|  >  <  C 


Remarque  3A  On  precise  (jue  E  designe  I’esperance  par  rapport  a  la  loi  P. 


Preuve 


avec 


i+rf)  =  c^+‘xo  +  -  re*+<'-*>A'+/i(^,W3+  f‘  e^*^*-^K+dW{s), 

£  Jo  Jo 

a;  = 


Bn 

Bt^-\KtHt  Bn 

Soit  <i>t  la  solution  de  1 ’equation  matricielle  : 


(j>t  —  ti\<f>t ,  <f>o  —  h- 


On  verifie  que  les  valeurs  propres  de  la  rnatrice  sont  d’ordre  0{l)  et 
C?(j).  Ainsi,  la  stabilite  de  la  rnatrice  implique:  il  existe  £o  >  0,  A  >  0  et 
C  >  0  tels  que  VO  <  £  <  £o> 

0<5<t. 

Sachant  par  le  lemme  2.7  chapitre  I  que  pour  tout  T  >  0  il  existe  c  >  0, 
C  >  0  tels  que 

E^exp|csuplX(Op|j  <C’,  (3.12) 

on  montre  facilenient  qu’il  exLste  Co  >  0.  c  >  0,  C  >  0  tels  que  Ve  6  (0,  £o], 


E  ^exp  |cf‘'sup  jA"'*'(t)p|  j  <  C. 


(3.13) 


On  en  deduit  le  resultal  intermcdiare  suivant: 

E  ^exp  |c£^sup|.Y2^(<)p|j  <C. 

Etablissons  la  majoration  suivante: 


(3.14) 


limsupE  fexp  |csup|X,'^(t)|^  <  C.  (3.1.5) 

^-*0  \  I  (o.r|  j; 
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x^{t)  =  +  ^22 

+1  l\-i^'i*-*)Ktki{X,is))ds 

£  Je 

+  jf‘e-*^‘<‘-*>/('+£/Vr(s),  (3.16) 

avec  Ai  =  —sBii  +  AY  Hi  >  0  pour  e  suffisamant  petit,  d’apres  (3.i0).  On 
a  done  I’inegalite 

sup|AY(0r  <  4|xo,P  +  4£^li?22|*sup|X+(0P 

[0,71  (0.71 

+4A;sup  j,Yi(<)p  +  4  sup  I  /  e~‘^'^‘~‘^K^dW(s)  . 

[O.T]  [0.71  l-^O 

Le  premier  terme  est  deterministe.  On  traite  le  second  ct  le  troisierne  terme 
respectivement  a  I’aide  de  (3.14)  et  (3.12).  Par  un  raisonnement  similaire  a 
celui  effectue  dans  la  demonstration  du  lenune  2.8  chapitre  I,  on  montre  qu’il 
existe  c>  0,  C  >  0  tels  que 

limsup  E  fexp  Icsup  /  €~‘^'^‘~*^KtdW{s)  1^1  <  C. 

*  -  0  V  t  (0,71  'o  J  / 


On  en  deduit  (3.15). 

Pour  demontrer  le  lemme.  il  nous  re.ste  done  a  etablir  le  meme  type  de 
majoration  pour  En  po.sant  Zt  —  hi{X:(t))  —  H^ X^{t),  on  obtient 

les  equations 

dX^(t)  =  HliXt{t)dt  f  Bi2Xt{t)dt  +  [KtZ.dt  +  KtdW[t), 

(3.17) 

dX^it)  =  B22X^{t)dt  +  B^iXlit)di  +  -K^Ztdl  +  K^dWit). 

(3.18) 


D’aprAs  (3.4),  A'j*'  ^  0,  ct  on  a  I’cgalite  suivante: 


~Z,dt  =  -ip  [dXtii)  -  B^iX^-{t)dl  -  BiiX^{t)dl  -  l<*dW{t))  .  (3.19) 
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En  portant  (3.19)  dans  Tequation  (3.18),  on  obtient 

+  (b„  -  Xtm  +  ^dXt(t). 

On  note  ~  —822  +  Les  resultats  du  lemme  3.3  impliquent:  >  0, 

pour  £  suffisamment  petit. 


D'apres  (3.15),  il  suffit  de  s’interesser  au  troisieme  terme.  Par  integration 
par  parties,  on  obtient: 

j\~(>i^-*)dX+{s)  =  A'+(t)-xoie-^' 

On  deduit  done,  de  la  majoration  (3.15)  I’existence  de  c  >  0  et  C  >  0  tels 
que 

limsupE  I  exp  ]  esup  IX^(t))*  >  )  <C. 

'  -  0  V  I  (0.71  J  / 

□ 

Les  resultats  que  nous  avons  demontr«  dans  ce  paragraphe  pour  le  filtre 
de  Kalman-Bucy  (FK^)  s’adaptent  sans  probleme  au  filtre  {FK^). 

Remarque  3.5  Les  equations  (3.16)  et  (3.20)  mettent  en  evidence  que  ie  fil¬ 
tre  Xi{t)  correspondant  a  la  composante  A’i(0  a  une  “memoire decroissante 
quand  £  tend  vers  zero  contrairement  acelui  de  la  composante  X2{t)  non  “di- 
rectement”  observee.  Par  la  suite,  les  filtres  Kalman-Bucy  [FK^]  et  (FA\) 
n’etant  utilises  que  pour  construirc  un  filtre  approche  pour  X]{t)^  la  con¬ 
dition  initiale  du  filtre  est  sans  importance.  Ceci  justifie  le  choix  d’une  loi 
initiale  avec  variance  conditionnelle  stationnaire. 
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4  Detection  des  passages  a  zero  de  X\(t) 

On  s’interesse  premierement  aux  ecarts  j/ii(X|(f))  —  //,~Xf(0|  et 

|A.(A-,(())  - 

Proposition  4.1  >  0,  Va  €  [0,5),  V7  a  (2o,  1),  V/i  6  (0,1),  il  existe 

k  >  0,  Co  >  0  tel  que  Ve  €  (0,eo], 

P  sup  MX^it))  -  i/r^rCOi  > 

P  sup  MX, it))  -  HtXtit)\  > 

Remarque  4.2  la  dur^  avec  fi  6  (0,1)  represente  le  temps  necessaire 
pour  que  la  difference  initiale  n’est  plus  d’influence. 

Preave  Les  deux  majorations  se  demontrant  de  fagon  similaire,  on  con- 
sidere  uniquement  la  seconde.  D’apres  la  formula  d’lto-Tanaka  [5],  on  a: 

=  h',{x,it))dx,{t)  +  1(H,+  -  /;rX(Jv,). 

ou 

•  h[  est  la  derivee  a  gauche  de  h,. 

h,{x)  =  H,  l{Xi<o}  + 

•  lyC  processus  {/^?;  t  >  0}  est  le  temps  local  de  la  serni-martingale  A'l- 
D’autre  part, 

dll^Xtit)  =  //+R+  A'+(0  dl  +  UtD,2Xt{t)  dt 
+  -  HiXt{t)dt\.. 
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On  pose  Zt  =  hx{X\{t))  —  X'i{t).  On  obtient 

Zt  =  e--^‘Zo+ 

Jo 

+  /‘  e-i^^^-HandVx{s)  +  ai^dV^is)) 

Jo 

+A 

Jo 

+\{llt  -  H:) (4.1) 

Av'ec 

•  A  =  HtKt  >  0, 

.  =  h\{Xx{i))  [6„(.Vi(0)  +  5, 2X2(0]  -  HtBtxXtit)  -  HtBx^Xtit). 

On  considere  les  termes  de  droite  de  I’^alite  (4.1)  separement. 

sup  le“*^‘41  <  cxp|-j5^|  iZo|. 

(<".71  I  "J 

Vu  que  Zq  est  deterministe,  pour  e  suffi.sament  petit,  on  a 


En  utilisant  ie  leinme  3.3,  on  traite  les  autres  termes  par  un  raisonnement 
similairc  a  celui  de  la  demonstration  de  la  proposition  3.1  chapitre  I,  et  on 
obtient  le  resultat  demande. 

□ 

Soil  Co  >  Cf,  >  0,  0  <  a  <  I  ct  0  <  /i  <  1  choisis,  on  introduit  les  temps 
d'arrets  suivants: 

r^o  =  0. 

r;  :=  inf{<>rL,  <.9.  |X+(0l>Co£‘‘}Ar,  k  >  0, 

=■•  inf{/  >  t.q.  |X+(0|  <  c'kC'’}  ^r  k>  0. 

On  definit  les  evenements: 

/t;  =  A4-':.  r‘:)  =  (A-.il)  >  0;  r;  <  (  <  r*), 

/li  =  A^(rt.rl)  (.Y,(()  <  0;  Tj“  <  i  < 
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Theoreme  4.3  Va  €  {0,5),  V7  G  {2o,  1),  il  exislt  eo  >  Q,  c  >  0  tels  que 
Ve  G  (0,eo],  Vfc  G  IN*, 


Preuve  II  existe  d  >  0  tel  que 

{A'L  UAiYc  |suo  |/»i(A',(t))  -  >  Oe'^ 

1(0.51 

Le  resultat  d^oule  alors  de  la  ;)roposition  4.1. 


□ 
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6  Le  test  de  la  variation  quadratique 

Nous  Fupposons  que  I’hypothese  (HDl):  ^  |//j“|  est  verifiee.  On 

repr^ente  par  avec  ^>0et0</i<l,la  duree  minirnale  d’un  intervalle 
de  monotonie  pour  qu’une  decision  puisse  etre  prise  avec  une  proba- 

bilite  d’erreur  donn^.  Les  valeurs  de  6  et  p  sont  a  determiner  en  fonction 
de  cette  probabilite  d’erreur. 

Soil  m  =  +  1.  Pour  k  6  IN*,  j  =  on  introduit  les 

notations  suivantes: 

sj  = 

sj  =  i  /  ’* 

e  Jt, 

On  note  que  yj=s'^  +  w^. 

Remarque  5.1  E(u)*)*  =  e. 

On  pose 

}=0.j  patr 

Sur  /l+n{r;^-r;f  >  : 

1  m  -2 

=  E  K + 

;=0j  pair 

avec 

r*\<^vi{VAs  +  e)~V,{^))+an{V2(s  +  e)-V2{s))]ds 

£  Jr, 

+ 

13^  =  jy'  f\B^,X,{u)-\-B-^.X2{xi))duds. 
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On  note  que  le  vecteur  aleatoire  a*  suit  une  loi  normale  ^{0,  2e(l  +  ) 

avec  r^.  =  {Hi  +<^?2)  sous  suite  {q*  ,j  pair}  est  une  sous  suite 

de  variables  aleatoires  a  valeurs  dans  IR,  independantes  et  identiquement 
distribuees. 

Quand  £  — ♦  0,  montrons  les  convergences  suivantes  en  probabilite: 

Sur  At  n  -T^>  Se‘^): 

+  iri. 

Sur  n  {r‘  -  t“  > 

■2*  — ►  1  + 

Ainsi  sur  >  6e^),  sous  Phypothese  {HD\)  ,  il  sera  possible  de  choisir 

le  signe  de  Xi{t)  pour  <  t  <  t*  au  vu  de  Z*. 

Lemme  5.2  Soil  ^  >  0,  /z  6  (0, 1),  >  0,  tl  extste  £o  >  0  e/  c  >  0  tels  que 

V£  6  (0,eo],  Vit  €  IN’, 

/’({|Z*-(l  +  jn)l>«}n<n(r*-r;>fc«))  <  e-"'”, 

avec  ^  A  ( 1  -  /z)  □ 

Preuve  La  demonstration  est  similairc  a  ccllc  du  lemme  4.1  chapitrc  I  (voir 
egalerncnt  [l]  [lemme  l.lj). 

Construisons  le  test  de  la  variation  quadratique: 

On  suppose  que  (H^)^  >  (//f)^.  On  dcfinit  les  evenements  tests  suivants: 

Qi  =  qut;,t;)  =  |z.  c[i  +  S-^)| 
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Theoreme  5.3  Soil  ^  >  0,  /x  G  (0, 1),  a  G  [0,5)  e<  7  €  (2a,  1),  il  exisle 
Co  >  0  et  c>  0  tels  que  Ve  €  (0,£o].  VA:  €  IN*, 

/>(/l.W,rJrnC?‘.n{r‘-r,*>fc»))  < 
^(/i+W,rJrn(3‘n{T‘-T;>&»))  < 

arec  0  =  ^  A{1  —  n)  A{')  —  2a). 

Preuve 

(4rnQ';.n{r;J-T,“  >^6'*}  c 

u  /li  n Q+  n  {t^  -  >  (Se'"} 

Done,  d’apres  le  theoreme  4.3  et  le  lemme  5.2,  on  deduit  le  resultat. 

□ 
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6  Construction  du  filtre  approche 

On  s’inspire  du  cas  e  =  0  pour  construire  un  filtre  approche  du  filtre 
optimal.  Notre  but  est  d’obtenir  des  resultats  asymptotiques.  On  definit  le 
processus  {.Yi(i) ;  0  <  <  <  T")  de  la  maniere  suivante: 

*=1 

X,(0)  =  xoi-  (6.1) 

On  note  que  le  filtre  propose  est  non  adapte  et  discontinu. 

Remarque  6.1  Si  t  €  (Tjfe,TtI,  >  c^e". 

Remarque  6.2  Sur  t  e  -^i(0  ®st  proche  de  zero  avec  une  proba- 

bilite  proche  de  1  pour  e  petit.  On  I’estime  done  par  zero. 

D’autre  part,  sur  +  ^£**1,  A’i(t)  est  proche  de  CaC"  avec  un  proba- 

bilite  proche  de  1  quand  £  est  petit.  Nous  I’approchons  egalement  par  zero. 

En  utilisant  la  remarque  2.2,  on  pose 

=  (6.2) 

avec  K°{t)  donne  en  (2.4)  et  le  processus  {.V2(<) ;  <  >  0}  defini  par 

=  \B22~/<^it)Br2]X,it)  +  b2i{Xi{t)) 

~  I<^(t)buiX^(t))  -  A'°(0X.(0, 

X2(0)  =  X02.  (6.3) 

Montrons  que  lorsque  £  tend  vers  zero.  I’erreur  d’estimation  tend  vers 
I’erreur  de  filtrage  correspondante  au  cas  £  =  0. 

Nous  rappelons  que  les  valeurs  a  et  /x  interviennent  respecti\'ement  dans 
le  test  de  detection  des  passages  a  zero  de  Xi{t)  et  ie  test  de  la  variation 
quadratique  et  sont  a  determiner  pour  une  probabilite  d’erreur  donnee. 
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Theoreme  6.3  Soil  a  6  [0,  |),  /x  G  (0,1),  VT  >  e'‘,  il  existe  £o  >  0,  c  >  0 
tels  qtie  Ve  G  (0,eo],  Vt  G  (e",?’], 

E|X,(0-X,(0f  (6.4) 

(6.5) 

E  |X2(0  -  ;£'2(f)|"  <  E  |a-“(0  -  X2(0f  +  ce“''^  (6.6) 

Preuve  Interessons  nous  premierement  a  la  difference  Xi{t)  —  A’i(<). 
E|Xi(0  -  X,(£)p 

Jt=l 

+  ^(T|f,rJ^j(0l{T^-T«>ieM}l(3*  |-^i*'(0  ~ -^l(0p 

Urrl 

u=i 

+  4E  f:i,,._^,,,j(O!A'.(0pl.  (6.7) 

.k=l 

I*®**  terme: 

■  oo 

^  ^  ^(’■;f,r*l(0^{T*-r»>«fi'}lQ*  !Al  (0  ~  '^'((l)!^ 

U=i, 

■  oo 

-  ^  XI  ^(r|f.T^l(0l{Tj-r“>««<‘}lQ*n(/1*  )c|'^I  (0  “  A'i(<)p 

U=1 

r(o-A',(op  . 


'  CO 

^  XI  ^(r*.r^)(0J{r‘-r«>ic»*)l/l*  |A^ 
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I  U=i 


<  ce~ 


avec  /?  =  ^  A  (1  -  /i)  A  (7  ^  2ot),  2o(  <  r  <  d’aprfe  le  theoreme  5.3  et  la 
finitude  des  moments  de  tout  ordre  de  A*i(t)  et  pour  i  G  [OjT]. 

D’autre  part,  soil  >  0,  en  utilisant  la  proposition  4.1,  on  obtient: 


E  |E  |/A“AT(0  -  A,{X,{<))|^f 


p  1^1  sa^  iHrxrm  -  h,(x,m  > 


'  I 

2ieme  Par  an  meme  raisonnement,  on  montre  que 


E  E  \XUt)  -  X,(tW  <  cOV-  + 

.fc=l 


jjieme  45,.-^;.  D’aprfe  la  proposition  4.1,  il  sufOt  de  majorer 

■  00 

Or,  sur  I’cvenement  jsupjj,,  jj  \H^ X^it)  —  Aj(Xi(t)){  <  on  a: 
iX,(01  <  c|X+{/)|  +  Oe^ ,  Vt  6  {c^71. 


- 


D’^u, 


E 


■  oo 

■k=:l 


<  SV»  +  cE  E  »K.-{|(')1«-,;«..)I-^.*(‘)I’ 

LA:=1 

D’apres  (3.16),  Xi{t)  s’ecrit 

X+{t)  =  +  —  /‘  e-^^^-^^kiX,)ds 

e  Jri 

+  kJ' telT^ykl 

J-'k 

En  traitant  separement  les  termes  de  droite  de  cette  expression,  on  montre 
que  pour  e  suffisament  petit, 


E 


.ksl 


(6.8) 


•  \ 

^leme  D’apr^  la  proposition  4.1,  il  suffit  de  s^interesser  a 

■  'X 

^  ^  {.up, „.j,lff+;f+(()-A,(X, (<))!<(»*»}  I^i(0P  • 

Vu  que  sur  I’evenement  |sup{j;,7j  \H^X^{t)  —  /ii(Xi(i))l  < 

!Xi(f)|  <  c|;e,(0l  +  5e“ 

<  c Cae°  +  ,  Vi  6]rfc- 1 1  ’’H: 


on  a 


E 


‘  OO 


<C£*". 


Ainsi,  la  premiere  rnajoration  (6.4)  du  thcoreme  est  demontree. 

La  secondc  s’obtient  par  un  raisonnement  similaire  en  utilisant  I’inegalite 

|X,(i)  -  MJ(()I  <  IX,(l)  -  M,“(0I  +  l^<'°(!)ll^.(0  -  .^i(OI- 

Enfin,  par  la  remarque  2.3  et  (6.5),  on  etablit  la  rnajoration  (G.6). 

□ 
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7  Conclusion 


Dans  ce  chapitre,  nous  avons  etudie  un  probleme  particulier  du  filtrage 
lineaire  par  morceaux  dans  le  cas  ou  I’erreur  de  fdtrage  n’est  pas  asymp- 
totiquernent  nulle  lorsque  le  bruit  d’observation  tend  vers  zero.  La  par- 
ticularite  de  ce  systeme  reside  notamment  dans  le  fait  que  sa  non  linearite 
depend  uniquement  de  Xi{t)  qui  sous  ‘‘I’hypothese  de  detectabilite”  {HDl) : 
\Hi  1 7^  \Hi  I,  peut  etre  estimee  precisement.  Un  filtre  appfoche  a  ete  propose 
sur  un  intervalle  de  temps  (0,  T].  On  a  montre  que  I’erreur  d’approximation 
de  la  composante  Xi{t)  etait  asymptqtiquement  nulle  et  que  celle  de  X2{t) 
etait  asymptotiquement  optimale  au  sens  ou,  lorsque  e  — >  0,  elle  tendait  vers 
I’erreur  de  filtrage.du  .processus  {Xiit)]  t  >  0}  observe  par  {Xi(t);  t  >  0}  . 

Ces  resultats  peuvent  facilement  s’etendre  a  un  systeme  multidimensionel 
avec  dim  X  =  n  >  dim  Y  =  d,  sous  I’hypothese  ker/f_  =  ker  /f+  C  A„,  ou 
A„  est  I’hyperplan  separateur  de  I’espace  IR”. 

La  generalisation  au  cm  ou  la  partition  de  H"  est  composee  de  /  polyedres, 
/  >  2,  n’est  possible  qtie  si  les  composantes  correspondantes  aux  directions 
de  decoupage  sont  “directement”  mesurees.  Done,  le  nombre  de  directions 
de  decoupage  distinctes  doit  etre  inferieur  ou  egal  a  d. 

D’autre  part,  11  serait  interessant  de  considerer  des  modeles  avec  petits 
bruits  de  dynamique  et  d’observation  sur  certaines  composantes  du  processus 
d’etat.  On  remarque  par  exemple,  que  lorsque  I’hypothese  {HA)  n’est  pas 
verifiee  (cf.  (9))  i.e.  lorsque  la  dynamique  de  la  composante  mesuree  n’est 
pas  bruitee,  les  filtres  de  Kalman-Bucy  {FK-)  et  {FI(+)  sont  a  “memoires 
courtes”.  Cette  situation  s’apparente  a  celle  traitee  dans  le  chapitre  1.  On 
peut  determiner  sous  deux  types  “d’hypotheses  de  detectabilite”,  {H Dl)  ou 
{HD2),  des  intervalles  de  linearite  de  la  fonction  h  par  des  tests  statistiques. 
Sur  chacun  de  ces  intervalles,  la  condition  initiale  de  la  loi  conditionnelle 
etant  sans  importance,  le  filtre  de  Kalman-Bucy  correspondant  fournit  une 
“bonne”  approximation  du  filtre  optimal. 

Le  meme  type  d’etude  peut  etre  envisagee  pour  une  fonction  d’observation 
injective  par  morceaux  par  rapport  a  la  composante  “directement”  mesuree 
en  exploitant  les  travaux  de  W.FI.  Fleming  et  E.  Pardoux  [2]. 


III-2S 


Bibliographie 


[1]  W.H.  Fleming,  D.  ji,  E.  Pardoux  :  Piecewise  lin^r  filtering'with  small 
observation  noise,  in  Analysis  and  Optimization  of  Systems,  Lecture 
Note  in  Cont.  and  Info.  Sci.  Ill,  Springer,  725-729,  1988. 

[2]  W.H.  Fleming,  E.  Pardoux  :  Piecewise  monotone  filtering  with  small 
observation  noise,  Siam  J:  Control  Optim:  20, '2QI-285,  1989. 

[3]  U.  Haussmann,  E.  Pardoux  :  A  conditionnaliy  almost  linear  filtering 
problem  with  non  Gaussian  initial  condition.  Stochastics,  23,  241-275, 
1988. 

[4]  A.H.  Haddad  :  Linear  filtering  of  .singularly  perturbed  systems,  IEEE 
Transactions  on  Automatic  Control,  AC-21,  515-519,  1976. 

[5]  1.  Karatzas,  S.E.  Shreve  :  Brcwnian  Motion  and  Stochastic  Calculus, 
Springer- Verlag,  1988. 

(6j  A.J.  Krener  :  The  asymptotic  approximation  of  non  linear  filters  by 
linear  filters,  in  Proc.  7tli  MTNS  Symposium,  Stockholm,  1985. 

(7|  H.  Kwakernaak,  R.  Sivan  ;  The  Maximally  achievable  accuracy  of  li¬ 
near  optimal  regulators  and  linear  optimal  filters,  IEEE  Transactions 
on  Automatic  Control,  AC-16,  79-86,  1972. 

(8|  R.CH.  Liptzer,  A.N.  Shyriaev  :  Statistics  of  Random  Processes  Vol.I-II, 
Springer- Verlag,  1977. 

[9]  P,  Miiheiro  de  Oliveira  :  Etudes  asymptotiques  en  filtrage  non  lineaire 
avec  petit  bruit  d’observation,  These,  Universite  de  Provence,  septembre 
1990. 


1 11-29 


[10]  P.J.  Moylan  :  A  note  on  Kalma-Bucy  filters  with  zero  measurement 
noise,  IEEE  Trans.  Inform.  Th.  19,  263-264,  1974. 

[11]  J.  Picard  :  Efficiency  of  the  extended  Kalman  filter  for  non  linear  sys¬ 
tems  with  small  noise,  Rapport  INRIA  ,  N1068,  1989. 

[12]  S.S.  Sachs  :  Asymptotic  analysis  of  linear  filtering  problems,  M.S.  The¬ 
sis,  Departement  of  Systems  Engineering,  Case  Western  Reserve  Uni¬ 
versity,  Cleveland,  Ohio,  June  1980. 

[13]  W.Murray  Wonham  ,:  Linear  Multivariable  Control:  a  Geometric  Ap¬ 
proach,  Springer- Verlag,  1979. 

[14]  I.  Yaesh,  B.Z.  Bobrovsky,  Z.  Schuss  :  Asymptotic  analysis  of  the  opti- 
m<il  filtering  prpbleni  for  two  dimensional  diffusions  measured  in  a  low 
noise  channel,  SIAM.Joumal  of  AppL  Math.,  Vol.50,  N4,  pp.  1134-1155, 
1990. 


III-30 


Inriprimc  en  France 
pr 

.1  fnstitut  Naiiona]  <le  Recherche  en  Informatique  et  cn  Automatique, 


Resume: 

Dans  cette  th^e,  nous  etudions  des  problemes  de  filtrage  lineaire  par 
morceaux  avec  petit  bruit  d ’observation.  En  exploitant  I’hypothese  d’un 
grand  rapport  signal  sur  bruit  et  la  lin^ite  locale  des  systemes  consideres, 
nous  propok>ns,  sous  certaines  “hypotheses  de  detectabilite”,  des  filtres  sous- 
optimaux  facilement  calculables  construits  a.l’aide  de  tests  statistiques.  Nous 
obtenons  des  resultats  asymptotiques  lorsque  le  bruit  d’observation  tend  vers 
zero, 


Mots-cles:  Filtrage  non  lineaire 

Systemes  avec  petit  bruit  d’observation 
Filtres  approch& 

Rapport  de  vraisemblance 
Filtre  de  Ka)man-Bucy 
Calcui  dilTerentiel  stochastique 


